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Introducere

Lucrarea are ca subiect calculul variaµional. Este structurat  în patru capitole.
În primul capitol sunt recapitulate chestiuni de baz  de topologie, algebr 

liniar  ³i calcul diferenµial ³i integral pe spaµii euclidiene, cu accent pe Teorema
lui Weierstrass de m rginire a funcµiilor continue de�nite pe un compact, Princip-
iul contracµiei al lui Banach, "Teorema de inversare local " ³i "Teorema funcµiilor
implicite" pe cazul �nit dimensional.

În al doilea capitol se de�ne³te conceptul de varietate k-dimensional  în Rn,
se deduce o generalizare a "Teoremei funcµiilor implicite", ceea ce conduce la a³a-
numita "metod  a multiplicatorilor Lagrange". Se de�ne³te conceptul de varietate
k-dimensional  neted  (sau de clas  C1), dar ³i cel de k-varietate-cu-bord neted 
orientat  compact . O form  k-diferential  α pe o multime U ⊂ Rn este o aplicaµie
care asociaz  în �ecare punct x ∈ U o funcµie k-multiliniar  alternat  α(x) = αx pe
Rn; pentru o astfel de form  de clas  C1 pe Rn s

,
i pentru φ : Q→ Rn o suprafat

,
  k-

dimensional  de clas  C1 se poate vorbi despre integrala lui α pe φ. Se enunµ  (f r 
demonstraµie) Teorema lui Stokes în trei forme. Toate conceptele ³i rezultatele din
acest capitol sunt necesare în ultimul capitol, pentru a da un caracter autoconµinut
lucr rii. Multe propoziµii sau teoreme sunt doar enunµate, deducerea lor necesitând
cunoµinµe suplimentare avansate de analiz  pe variet µi.

Capitolul al treilea debuteaz  cu studiul spat
,
iilor C0[a, b] (al tuturor funct

,
iilor

continue de�nite pe intervalul [a, b]), sau C1[a, b] (spaµiul funct
,
iilor diferent

,
iabile cu

derivat  continu  de�nite pe [a, b]), deoarece probleme tipice de calcul variat
,
ional

conduc la astfel de spaµii. Se de�ne³te o norm  pe C0[a, b], norma "supremum", dar
³i o norm  pe C1[a, b]; acest lucru va face posibil  studierea funct

,
iilor reale de�nite

pe C1[a, b] prin metodele calculului diferent
,
ial. Se studiaz  convergenµa simpl  ³i

uniform  a ³irurilor de funcµii, ceea ce va permite deducerea completitudinii atât
a lui C0[a, b] dar ³i a lui C1[a, b] relativ la normele corespunz toare. Se discut 
conceptele de liniaritate ³i continuitate pentru funcµiile de la un spat

,
iu vectorial

normat la altul. De�nit
,
ia diferent

,
iabilit t

,
ii, pentru aplicaµiile pe spat

,
ii vectoriale

normate, este aceeas
,
i cu de�nit

,
ia de pe spat

,
ii euclidiene, cu except

,
ia faptului c 

trebuie explicit precizat ca aplicaµia liniar  de aproximare s  �e continu . Se de-
�ne³te conceptul de mult

,
ime tangent  ³i se d  o versiune a "Teoremei funcµiilor

implicite" pentru aplicaµii de�nite pe spat
,
ii vectoriale normate complete.

Calculul variat
,
ional este prezentat în ultimul capitol; el trateaz  o anumit 

clas  de probleme maxim-minim, care au în comun faptul c  �ecare dintre ele
este asociat  cu un anumit fel de expresie integral . Se discut  un prim cel mai
elemenar exemplu de problem  de calcul variaµional, apoi as

,
a-numita �problem 

izoperimetric �, având un context ce seam n  cu problemele de extreme cu leg turi
standard, iar demonstrarea ei va implica o generalizare a metodei multiplicatorilor
Lagrange. Pentru aceste metode generale maxim-minim, se utilizeaz  metodele
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6 INTRODUCERE

de �calcul în spat
,
ii vectoriale normate� din capitolul anterior. În ultima sect

,
iune

se discut  pe scurt probleme analoge celor din secµiunile anterioare asociate cu
o integral  multipl  al c rei integrand este o funct

,
ie �necunoscut � de mai multe

variabile; se utilizeaz  numeroase concepte ³i rezultate din capitolul al doilea. Este
discutat  ³i problema suprafeµelor minimale ³i a membranei vibrante.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Sunt recapitulate chestiuni de baz  de topologie, algebr  liniar  ³i calcul difer-
enµial ³i integral pe spaµii �nit dimensionale (euclidiene): conceptele de spaµiu
topologic, mulµime deschis , închis , punct interior, punct aderent, funcµie con-
tinu , distanµ , topologia canonic  de spaµiu metric, mulµime m rginit  ³i mulµime
compact  într-un spaµiu metric, Teorema lui Weierstrass de m rginire a funcµiilor
continue de�nite pe un compact sau Principiul contracµiei al lui Banach. Se remem-
oreaz  chestiuni principale de algebr  liniar : spaµiu vectorial, subspaµiu, varietate
liniar , operator liniar între K-spaµii vectoriale, funcµional  liniar  de�nit  pe un
K-spaµiu vectorial; se trateaz  ³i cazul special al operatorilor liniari pe spaµii vecto-
riale �nit dimensionale, c rora li se ata³eaz  o matrice în baze �xate ale celor dou 
spaµii (domeniu ³i codomeniu). Se reamintesc ³i lucruri esenµiale privind continui-
tatea ³i diferenµiabilitatea funcµiilor de mai multe variabile reale (în special privind
derivatele parµiale ³i leg tura cu diefrenµiabilitatea), enunµând apoi "Teorema de
inversare local " "Teorema funcµiilor implicite" pe cazul �nit dimendional. În �-
nal sunt recapituale succint fapte importante privind diverse tipuri de integrale ce
se reîntâlnesc apoi pe parcursul lucr rii: integrale cu parametru, intregrale duble,
triple sau de suprafaµ . Toate acestea pentru a da un caracter autoconµinut lucr 
rii.

Sursele bibliogra�ce utilizate sunt [1], [2], [3], [4], [5].

1.1. Spaµii topologice ³i spaµii metrice

Se �xeaz  X o mulµime nevid .

Definiµia 1.1.1. (i). T ⊂ P(X) se nume³te topologie pe X dac  ³i numai
dac :

(T1). ∅ ∈ T , X ∈ T .
(T2). Reuniunea oric rei familii de mulµimi din T este o mulµime din T .
(T3). Intersecµia oric rei familii �nite de mulµimi din T este o mulµime din T .
Dac  T este o topologie pe X, atunci (X, T ) se nume³te spaµiu topologic, iar

orice mulµime din T se nume³te deschis  în raport cu topologia T sau T -deschis .
(ii). Mulµimea V ⊂ X se nume³te T -vecin tate a lui a dac  ³i numai dac 

exist  D ∈ T astfel încât a ∈ D ⊂ V. Se va nota

V(a) := VT (a) := {V ⊂ X : V este T − vecin tate a lui a}.

(iii). Familia B(a) ⊂ V(a) se nume³te sistem fundamental de vecin t µi ale lui
a dac  ³i numai dac 

∀V ∈ V(a),∃B ∈ B(a) : B ⊂ V.

(iv). Un spaµiu topologic (X, T ) se nume³te Hausdor� (sau separat) dac 
pentru oricare x, y ∈ X, x ̸= y exist  V ∈ V(x) ³i U ∈ V(y) cu V ∩ U = ∅.

7



8 1. PRELIMINARII

(v). Dac  T ³i T ′ sunt dou  topologii pe X, se spune c  T este mai �n  (strict
mai �n ) decât T ′ dac  T ′ ⊂ T (sau T ⫋ T ′).

Definiµia 1.1.2. Se consider  (X, T ) spaµiu topologic ³i A ⊂ X, a ∈ X.
(i). a se nume³te punct interior mulµimii A (sau T -punct interior mulµimii A)

dac  ³i numai dac  exist  D ∈ T astfel încât a ∈ D ⊂ A. Mulµimea
◦
A := intT A := {x ∈ X : x punct interior lui A}

se nume³te interiorul mulµimii A (sau T -interiorul mulµimii A).
(ii). a se nume³te punct de aderenµ  sau T -punct de aderenµ  al mulµimii A

dac  ³i numai dac  pentru oricare V ∈ V(a), V ∩A ̸= ∅. Mulµimea

A := adT A := {a ∈ X : a este punct de aderenµ  al mulµimii A}
se nume³te aderenµa (închiderea) lui A sau T -aderenµa (închiderea) mulµimii A.
Dac  A = X, A se zice dens  în X.

(iii). a se nume³te punct de acumulare sau T -punct de acumulare al mulµimii
A dac  ³i numai dac  pentru oricare V ∈ V(a), (V \ {a}) ∩A ̸= ∅. Mulµimea

A′ := {a ∈ X : a este punct de acumulare al mulµimii A}
se nume³te derivata lui A sau T -derivata mulµimii A.

(iv). O submulµime F a spaµiului topologic (X, T ) se nume³te T -închis  dac 
³i numai dac  ∁F ∈ T .

Observaµia 1.1.3. Dac  A ⊂ X ³i T este topologie pe X, atunci:
(i). Au loc incluziunile
◦
A = ∪{D : D ∈ T ³i D ⊂ A} ⊂ A ⊂ A = ∩{F : F este închis  ³i F ⊃ A};

(ii). A ∈ T ⇐⇒ A =
◦
A ³i A închis  ⇐⇒ A = A.

Definiµia 1.1.4. Dac  (X, T ) ³i (X ′, T ′) sunt spaµii topologice, funcµia f :
(X, T ) → (X ′, T ′) se nume³te continu  în a ∈ X dac  ³i numai dac 

∀V ′ ∈ V(f(a)), ∃V ∈ V(a) : ∀x ∈ V ⇒ f(x) ∈ V ′.

f : (X, T ) → (X ′, T ′) se nume³te funcµie continu  de la X în X ′ dac  ³i numai
dac  f este continu  în orice punct din X.

Observaµia 1.1.5. Dac  B(a) ⊂ V(a) este un sistem fundamental de vecin t µi
ale lui a (relativ la T ), iar B(f(a)) ⊂ V(f(a)) este un sistem fundamental de
vecin t µi ale lui f(a) (relativ la T ′), f este continu  în a ⇐⇒

∀B′ ∈ B(f(a)), ∃B ∈ B(a) : ∀x ∈ B ⇒ f(x) ∈ B′.

Are loc urm toarea "caracterizare a continuit µii pe spaµii topologice":

Propoziµia 1.1.6. Pentru f : (X, T ) → (X ′, T ′) urm toarele a�rmaµii sunt
echivalente.

(i). f este continu  de la X în X ′.

(ii). ∀D′ ∈ T ′,
−1

f (D′) ∈ T .

Definiµia 1.1.7. (i). d : X × X → [0,∞) se nume³te distanµ  (sau metric )
pe X dac , pentru oricare x, y ³i z din X, sunt îndeplinite urm toarele propriet µi:

(D1). d(x, y) = 0 ⇔ x = y;
(D2). d(y, x) = d(x, y) (adic  d este o funcµie simetric );
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(D3). d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (relaµia se nume³te inegalitatea triunghiului).
(ii). (X, d) se nume³te spaµiu metric, dac  d este o distanµ  pe X.
(iii). Într-un spaµiu metric (X, d), pentru a ∈ X ³i r ∈ (0,∞), se de�ne³te

Bd(a, r) := Bd(a, r) := {x ∈ X : d(a, x) < r},

numit  bila deschis  de centru a ³i raz  r.
(iv). Într-un spaµiu metric (X, d), pentru a ∈ X ³i A ⊂ X, se de�ne³te

dist(a,A) := inf
{
d(a, x)

∣∣x ∈ A
}
,

distanµa de la a la A.
Dac  nu este niciun pericol de confuzie, se omite indicele d.

Exemplul 1.1.8. Pe R se consider  d(x, y) = |x− y|, pentru oricare x, y ∈ R.
Din propriet µile funcµiei modul se obµine c  d este distanµ  pe R (numit  distanµa
euclidian  pe R). Dac  a ∈ R ³i r ∈ (0,∞), atunci

B(a, r) := Bd(a, r) = (a− r, a+ r).

Definiµia 1.1.9. Fie (X, d) un spaµiu metric. O submulµime U a lui X se
nume³te d-deschis  (sau deschis  în raport cu distanµa d), pe scurt (dac  nu este
niciun pericol de confuzie) deschis  dac  are proprietatea

∀a ∈ U, ∃ra ∈ (0,∞) astfel încât B(a, ra) ⊂ U.

Fie Td familia tuturor submulµimilor deschise ale lui X.

Observaµia 1.1.10. (i). Td (de�nit  mai sus) este o topologie pe X (se nume³te
topologia asociat  canonic lui d).

(ii). Orice spaµiu metric este spaµiu topologic Hausdor�.

Definiµia 1.1.11. Fie (X, d) spaµiu metric.
(i). A ⊂ X se nume³te m rginit  ⇐⇒ ∃ r > 0 ³i x ∈ X cu A ⊂ B(x, r).
(ii). A ⊂ P(X) se nume³te acoperire a lui Y ⊂ X dac  Y ⊂

⋃
A∈A

A. O

submulµime Y a lui X cu proprietatea c  din orice acoperire deschis  a lui Y , exist 
A0 ⊂ A cu propriet µile A0 este �nit  ³i r mâne acoperire pentru Y , se nume³te
compact . Dac  X compact , atunci (X, d) se nume³te spaµiu metric compact.

Definiµia 1.1.12. Fie (X, d) spaµiu metric.
(i). {xn}n∈N∗ ⊂ X se nume³te ³ir convergent dac  exist  a ∈ X, astfel încât,

pentru oricare ε ∈ (0,∞), exist  nε ∈ N∗ cu

n ∈ N, n ≥ nε =⇒ d(xn, a) < ε;

a se nume³te limita ³irului (xn)n∈N∗ (deoarece, dac  ea exist , este unic ) ³i se
noteaz  lim

n→∞
xn.

(ii). (xn)n∈N∗ ⊂ X se nume³te Cauchy dac  pentru oricare ε ∈ (0,∞) exist 
nε ∈ N∗ astfel încât d(xn+p, xn) < ε pentru oricare n, p ∈ N∗ cu n ≥ nε.

Definiµia 1.1.13. Un spaµiu metric (X, d) în care orice ³ir Cauchy este con-
vergent, se nume³te spaµiu metric complet.

Observaµia 1.1.14. Sunt cunoscute urm toarele:
(i). Fie {xn}n∈N∗ ⊂ X ³i a ∈ X. Dac  lim

n→∞
xn = a, atunci orice sub³ir al lui

(xn)n∈N∗ are limita a.
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(ii). Dac  A ⊂ X ³i a ∈ X, atunci

a ∈ A⇐⇒ ∃{xn}n∈N∗ ⊂ A, xn → a,

a ∈ A′ ⇐⇒ ∃{xn}n∈N∗ ⊂ A\{a}, xn → a.

(iii). Orice ³ir convergent de elemente din X este Cauchy; dac  (xn)n∈N este
un ³ir Cauchy de elemente din X, atunci mulµimea {xn}n∈N∗ este m rginit .

(iv). Fie (xn)n∈N un ³ir Cauchy de elemente dinX având proprietatea c  admite
un sub³ir convergent. Atunci (xn)n este convergent (c tre limita sub³irului).

Observaµia 1.1.15. (i). Spaµiul euclidian R este un spaµiu metric complet
(implicaµia "³ir Cauchy =⇒ ³ir convergent" se deduce din Lema lui Cesaro).

(ii). Deoarece în Rp convergenµa ³i proprietatea de ³ir Cauchy se "caracterizeaz 
pe componente", se obµine completitudinea lui Rp.

Propoziµia 1.1.16. Fie (X, d), (Y, d′) spaµii metrice ³i f : X → Y . Atunci f
este continu  ⇐⇒ pentru oricare x ∈ X ³i oricare ³ir (xn)n ⊂ X, convergent la x,
³irul (f(xn))n ⊂ Y este convergent la f(x).

Urm toarea "Teorem  de m rginire a funcµiilor continue de�nite pe compacte"
este extrem de util :

Teorema 1.1.17 (Weierstrass). Fie K o submulµime nevid , compact  a spaµi-
ului (X, d) ³i f : (K, dK) −→ R o funcµie continu . Atunci exist  xm, xM ∈ K
astfel încât

f(xm) = inf{f(x) : x ∈ K}, f(xM ) = sup{f(x) : x ∈ K}.

Definiµia 1.1.18. Se consider  (X, d) un spaµiu metric. O funcµie f : X → X
pentru care exist  q ∈ (0, 1) astfel încât, pentru oricare x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤
qd(x, y), se nume³te contracµie. q se mai nume³te factor de contracµie.

Teorema 1.1.19 (Principiul contracµiei). Se consider  (X, d) un spaµiu metric
complet ³i f : X −→ X o contracµie. Atunci exist  ³i este unic un punct a ∈ X
astfel încât f(a) = a.

1.2. Spaµii vectoriale

1.2.1. Subspaµii vectoriale.

Definiµia 1.2.1. O mulµime E este spaµiu vectorial peste R dac  sunt de�nite
dou  operaµii, una interioar  (adic  între elementele lui E) notat  aditiv "+" ³i
una exterioar  (adic  între elementele lui E ³i numerele reale), notat  multiplicativ
"·", cu propriet µile:

(1) (E,+) formeaz  un grup abelian;
(2) (α+ β) · x = α · x+ β · x, ∀α, β ∈ R, ∀x ∈ E,
(3) α · (x+ y) = α · x+ α · y, ∀α ∈ R, ∀x, y ∈ E,
(4) (αβ) · x = α · (β · x), ∀α, β ∈ R, ∀x ∈ E,
(5) 1 · x = x, ∀x ∈ E.

Se va nota cu 0E vectorul nul al spaµului (i.e. elementul neutru pentru "adunare").

Exemplul 1.2.2. Mulµimea Rp este prin de�niµie produsul cartezian R×...× R︸ ︷︷ ︸
p ori

.
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Pentru x, y ∈ Rp, x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yp), α ∈ R, �e

x+ y
def
= (x1 + y1, . . . , xp + yp), α · x def

= (αx1, . . . , αxp).

Pentru u³urinµa scrierii se va scrie αx în loc de α · x.
Se veri�c  u³or c  operaµiile de mai sus organizeaz  pe Rp ca spaµiu vectorial.

Observaµia 1.2.3. Se ³tie c  dac  {Ei : i ∈ I} este o familie nevid  de
R−subspaµii vectoriale ale lui E, atunci

⋂
i∈I

Ei este R−subspaµiu vectorial al lui

E.
Astfel, pentru A ⊂ E nevid ,⋂

{F : F este R− subspaµiu vectorial al lui E ³i A ⊂ F} =: spRA

este cel mai mic (în raport cu relaµia de incluziune) R−subspaµiu vectorial al lui E
care conµine A.

Definiµia 1.2.4. Dac  ∅ ̸= A ⊂ E atunci spRA se nume³te acoperirea R−
liniar  a lui A (sau R-subspaµiul generat de A).

Este binecunoscut din algebra liniar  rezultatul:

Teorema 1.2.5. Orice R-SV de dimensiune �nit  (p := dimRE) este izomorf
cu Rp.

1.2.2. Variet µi liniare.

Definiµia 1.2.6. O mulµime V ⊂ E se nume³te varietate liniar  (real ) (sau
subspaµiu a�n (real)) dac  ³i numai dac  pentru orice x, y ∈ V, x ̸= y, dx,y ⊂ V .

Observaµia 1.2.7. (i). Evident ∅ este varietate liniar , E este varietate liniar 
în E, iar pentru orice x, y ∈ E, x ̸= y, dx,y este varietate liniar  în E.

(ii). Pentru orice x ∈ E, {x} este varietate liniar  în E.
(iii). Se poate deduce simplu c  dac  V ³i V1 sunt variet µi liniare în E, a ∈ E,

³i α ∈ K, atunci a+ V , αV ³i V + V1 sunt variet µi liniare în E.
(iv). Pentru ∅ ̸= V ⊂ E urm toarele a�rmaµii sunt echivalente.
(a). ∃ a ∈ V : V − a este R−subspaµiu vectorial în E.
(b). V este varietate liniar  în E.
(c). ∀ a ∈ V, V − a este R−subspaµiu vectorial.
Se poate deduce ³i c  F := V − a este singurul subspaµiu vectorial real al lui

E pentru care V = F + a.

Definiµia 1.2.8. (i). Fie V ⊂ E o varietate liniar  (real ). Din Observaµia
1.2.7(iv), F := V −a (unde a ∈ V ) este R-subspaµiu vectorial al lui E ³i V = F +a;
F este singurul subspaµiu vectorial real al lui E pentru care V = F + a (pentru
oricare a ∈ V ). dimR(V − a) se nume³te dimensiunea a�n  a lui V ³i se noteaz  cu
dimV .

În contextul precedent V se nume³te varietate liniar  paralel  cu F ³i pentru
oricare a, b ∈ E \ F , a ̸= b, a+ F ³i b+ F se numesc variet µi liniare paralele.

(ii). O varietate liniar  H în E se nume³te hiperplan (real) în E dac  ³i numai
dac  H este varietate liniar  proprie ³i maximal  în E.
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1.2.3. Operatori liniari ³i funcµionale liniare pe K-spaµii vectoriale. Se
�xeaz  E sau F K− spaµii vectoriale (pe scurt K−SV); 0E (respectiv 0F ) noteaz 
elementul nul al spaµiilor E ³i F .

Definiµia 1.2.9. (i). Aplicaµia L : E → F se nume³te operator K−liniar dac 
³i numai dac :

(L)1. Pentru orice x, y ∈ E, L(x+ y) = Lx+ Ly (adic  L este aditiv).
(L)2. Pentru orice α ∈ K, pentru oricare x ∈ E, L(αx) = αLx (adic  L este

K−omogen).
(ii).(a). Se consider  L(E,F ) := {L ∈ FE : L este operator liniar}, care este

evident un K-sub SV în FE (în raport cu operaµiile uzuale de adunare ³i înmulµire
cu scalari a funcµiilor).

(b). L(E,K) =: E∗ se nume³te dualul algebric al lui E. Elementele lui E∗ se
numesc funcµionale liniare pe E; E∗ este evident un K-sub SV în KE (în raport cu
operaµiile uzuale de adunare ³i înmulµire cu scalari a funcµiilor).

(iii). Pentru oricare L ∈ L(E,F ). Se consider :
(a). Nucleul lui L: N (L) := ker(L) =

−1

L ({0F }) = {x ∈ E : Lx = 0F }.
(b). Imaginea lui L: R(L) := L(E) = {Lx : x ∈ E}.
(c). Gra�cul lui L: G(L) := {(x, Lx) : x ∈ E} ⊂ E × F .

Observaµia 1.2.10. (i). Pentru L ∈ L(E,F ), se poate veri�ca simplu c :
(a). N (L) este K−subspaµiu vectorial al lui E.
(b). R(L) este K−subspaµiu vectorial al lui F .
(c). G(L) este K−subspaµiu vectorial al lui E × F .
(ii). Mulµimea L(E,F ) înzestrat  cu operaµiile uzuale de adunare a dou  funcµii

³i de înmulµire dintre constante ³i funcµii este K−SV.
(iii). K−SV L(E,E) =: L(E) înzestrat cu operaµia de compunere a dou 

funcµii este K−algebr  în care IE (operatorul identitate pe E) este unitate pentru
compunerea operatorilor.

(iv). G(E) := {L ∈ L(E) : L este inversabil} este grup în raport cu operaµia de
compunere.

1.2.4. Operatori liniari pe spaµii vectoriale �nit dimensionale. Este
binecunoscut  din algebra liniar 

Teorema 1.2.11. Dac  E este un K-spaµiu vectorial de dimensiune �nit  (di-
mensiunea sa �ind n ∈ N∗), atunci E este izomorf cu Kn.

Fie E ³i F K-SV de dimensiune n ³i respectiv m (n,m ∈ N∗). Fie

E := {e1, e2, . . . , en}, F := {f1, f2, . . . , fm},
baze în E, respectiv F . Fie T ∈ L(E,F ) ³i se consider 

T (ej) = (a1j , a2j , . . . , amj), j = 1, n,

în baza F .

Definiµia 1.2.12. Matricea, notat  AT , ce are pe coloane coordonatele vecto-
rilor T (ej), j = 1, n în baza F , se nume³te matricea operatorului T în bazele E ³i
F . Deci

(1.2.1) AT := AT (E ,F) :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 an2 . . . amn


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Lema 1.2.13. Dac  E baz  în E ³i F baz  în F , iar T ∈ L(E,F ), exist  ³i este
unic  matricea AT = AT (E ,F) ∈ Mmn(R) astfel încât

(1.2.2) T (x)F = ATxE ,∀x ∈ E.

xE desemneaz  vectorul componentelor lui x în baza E.

1.3. Continuitate ³i diferenµiabilitate pentru funcµii de mai multe
variabile reale

Se va nota, pentru x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp, ||x|| :=
√
x21 + . . . x2p.

Definiµia 1.3.1. (i). V ⊂ Rp se nume³te vecin tate a lui a ∈ Rp ⇐⇒ ∃ ε > 0,
B(x, ε) ⊂ V , unde B(x, ε) :=

{
x ∈ Rp

∣∣ ||x− a|| < ε
}
este bila de centru a ³i raz 

ε. Pentru a ∈ Rp, se consider 

V(a) :=
{
V ⊂ Rp

∣∣V vecin tate a lui x
}
.

(ii). Fie D ⊂ R. Atunci a ∈ Rp se nume³te punct de acumulare pentru D ⇐⇒(
∀V ∈ V(a)

)(
(V \ {a}) ∩D ̸= ∅

)
. Se noteaz 

D′ :=
{
a ∈ Rp

∣∣a punct de acumulare pentru D
}
.

Observaµia 1.3.2. Dac  a ∈ Rp, atunci

a ∈ D′ ⇐⇒
(
∀ ε > 0

)((
B(a, ε) \ {a}

)
∩D ̸= ∅

)
.

În continuare, se vor considera funcµii f : D → Rq, D ⊆ Rp,

f(x1, . . . , xp) = (f1(x1, . . . , xp), . . . , fq(x1, . . . , xp)).

Definiµia 1.3.3. Se consider  l = (l1, l2, . . . lq) ∈ Rq ³i a = (a1, a2, . . . , ap) ∈
D′. Se spune c  f are limita l în punctul a ⇐⇒

⇐⇒
(
∀V ∈ V(l)

)(
∃U ∈ V(a)

)(
∀x ∈ (U \ {a}) ∩D

)(
f(x) ∈ V

)
.

l este unic  cu proprietatea de mai sus. Se scrie lim
x→a

f(x) = l.

Propoziµia 1.3.4. Fie a ∈ D′, l = (l1, . . . lp) ∈ Rp, atunci: lim
x→a

f(x) = l ⇔( (
xn := (xn1 , x

n
2 , . . . , x

n
p )
)
n≥1

⊂ D \ {a}

xn1
R−→
n
a1, x

n
2

R−→
n
a2, . . . , x

n
p

R−→
n
ap

}
⇒ fj(x

n)
R−→
n
lj , j = 1, p

)

⇔
(
∀ j = 1, q

)(
exist  lim

x→a
fj(x) ³i lim

x→a
fj(x) = lj

)
.

Definiµia 1.3.5. Se spune c  f este continu  în punctul a ∈ D ⇐⇒

⇐⇒
(
∀V ∈ V(f(a))

)(
∃U ∈ V(a)

)(
∀x ∈ U ∩D

)(
f(x) ∈ V

)
.

Propoziµia 1.3.6. f continu  în a ⇔( (
xn := (xn1 , x

n
2 , . . . , x

n
p )
)
n≥1

⊂ D

xn1
R−→
n
a1, x

n
2

R−→
n
a2, . . . , x

n
p

R−→
n
ap

}
⇒ fj(x

n)
R−→
n
fj(a), j = 1, q

)

⇔
(
∀ j = 1, q

)(
fj continu  în a

)
.
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Propoziµia 1.3.7. Fie D ⊆ Rp, E ⊆ Rq, u : D −→ E, f : E → Rs ³i a ∈ D,
b := u(a) ∈ E. Dac  u este continu  în a (pe D) iar f este continu  în b (pe E),
atunci f ◦ u este continu  în a (pe D).

Definiµia 1.3.8. FieD ⊆ Rp, deschis , a = (a1, . . . , ap) ∈ D, u = (u1, . . . , up) ∈
Rp versor. Atunci f este derivabil  dup  direcµia lui u în a ⇔ urm toarea limit 
exist  în Rq:

lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)

t
.

Limita de mai sus se va nota
∂f

∂u
(a) ³i se va numi derivata lui f dup  direcµia lui u

în a. Se deduce c  f este derivabil  dup  direcµia lui u în a ⇐⇒ fj sunt derivabile
dup  direcµia lui u în a, ∀ j = 1, q ³i

∂f

∂u
(a) =

(
∂f1
∂u

(a), . . . ,
∂fq
∂u

(a)

)
.

Observaµia 1.3.9. Dac  u = ei, i = 1, p (versorii bazei canonice), se obµin
derivatele parµiale ale lui f în a în raport cu xi:

∂f

∂ei
(a) = lim

xi→ai

f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , ap)− f(a1, . . . , ap)

xi − ai
=:

∂f

∂xi
(a).

Se deduce c  f este derivabil  parµial în raport cu xi în a ⇐⇒ fj sunt derivabile
parµial în raport cu xi în a, ∀ j = 1, q ³i

∂f

∂xi
(a) =

(
∂f1
∂xi

(a), . . . ,
∂fq
∂xi

(a)

)
.

Definiµia 1.3.10. Fie D ⊆ Rp, deschis , a = (a1, . . . , ap) ∈ D. Atunci f se
nume³te derivabil  (diferenµiabil ) în a ⇔

(∃T : Rp → Rq liniar  )

(
lim
x→a

f(x)− f(a)− T (x− a)

||x− a||
= 0 ∈ Rq

)
.

.
Se deduce simplu c  aplicaµia T cu proprietatea de mai sus este unic  ³i se va

numi derivata (diferenµiala) lui f în a (T =: df(a) sau f ′(a) sau Df(a)).
Se deduce c  f este diferenµiabil  în a ⇐⇒ fj sunt diferenµiabile în a, ∀ j = 1, q

³i
df(a) = (df1(a), . . . , dfq(a)) ,

sau cu cealalt  notaµie
f ′(a) =

(
f ′1(a), . . . , f

′
q(a)

)
.

Teorema 1.3.11. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i a ∈ D. Dac  f este diferenµiabil 

în a, iar u ∈ Rp versor, atunci exist 
∂f

∂u
(a) ³i

∂f

∂u
(a) = df(a)(u). În particular,

∀ i = 1, p
∂f

∂xi
(a) = df(a)(ei) = f ′(a)(ei).

Corolarul 1.3.12. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i a ∈ D. Dac  f este diferenµiabil 
în a, atunci rezult  c  ∀v = (v1, . . . , vp) ∈ Rp,

df(a)(v) =

p∑
i=1

∂f

∂xi
(a)vi,
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sau, dac  se noteaz  cu dxi aplicaµiile proiecµie pe axe, se obµine

df(a) =

p∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi.

Definiµia 1.3.13. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i a ∈ D. Dac  f este diferenµiabil  în
a, atunci se va nota

Jf (a) :=

(
∂fj
∂xi

(a)

)
j=1,q,i=1,p

.

Jf (a) se va numi Jacobiana lui f în a.

Observaµia 1.3.14. Jf (a) este matricea asociat  diferenµialei df(a) (sau f ′(a))
în bazele canonice ale lui Rp ³i Rq. Rezult  c  ∀v = (v1, . . . , vp) ∈ Rp,

df(a)(v1, . . . , vp) = Jf (a) ·

 v1
. . .
vp

 .

Au loc urm toarele "Criterii de diferenµiabilitate":

Propoziµia 1.3.15. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i f : D → R. Atunci f este
diferenµiabil  în a ∈ D ⇔

(i). exist  derivatele parµiale
∂f

∂xi
(a) ∈ R, i = 1, . . . , p;

(ii). lim
x→a

f(x)− f(a)−
p∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai)

||x− a||
= 0 ∈ Rq.

Propoziµia 1.3.16. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i a ∈ D. Dac  exist  derivatele

parµiale
∂f

∂xi
, i = 1, p pe o vecin tate a lui a (pe D) ³i sunt continue în a (pe D),

atunci f diferenµiabil  în a (pe D).

Au loc urm toarele relaµii pentru expresia diferenµialei ³i a derivatelor parµiale
de funcµii compuse:

Propoziµia 1.3.17. Fie f : E ⊂ Rp → F ⊂ Rq, E, F deschise, g : F ⊂ Rq →
R. Se va nota variabila funcµiei f cu x = (x1, . . . , xp) iar variabila funcµiei g cu
y = (y1, . . . , yq). Funcµia compus  h = g ◦ f are forma

h(x) = g(f(x)) = g(f1(x), . . . , fq(x)) =

= g(f1(x1, . . . , xp), . . . , fq(x1, . . . , xp)).

Atunci, dac  f diferenµiabil  (derivabil ) în x, iar g în y = f(x), atunci g ◦ f
diferenµiabil  (derivabil ) în x ³i d(g ◦ f)(x) = dg(f(x)) ◦ df(x), adic 

Jg◦f (x) = Jg(f(x)) · Jf (x),
sau

∂h

∂xi
(x) =

∂g

∂y1
(f(x))

∂f1
∂xi

(x) + . . .+
∂g

∂yl
(f(x))

∂fl
∂xi

(x) + . . .+

+
∂g

∂yq
(f(x))

∂fq
∂xi

(x), i ∈ {1, . . . , p}.

Se va mai scrie, în context abstract,

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x),
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sau
D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ◦Df(x).

Definiµia 1.3.18. Fie D ⊆ Rp deschis  ³i a ∈ D. Se presupune c  pe o
vecin tate V a lui a exist  derivata parµial  în raport cu una din variabile, xi. Dac 
∂f

∂xi
admite derivata parµial  în raport cu variabila xj în punctul a,

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a),

aceasta se noteaz 
∂2f

∂xj∂xi
(a) ³i se nume³te derivata parµial  de ordin doi în raport

cu xi ³i xj a funcµiei f în punctul a. Se spune c  f admite derivat  parµial  de
ordin doi în raport cu xi ³i xj în a. Dac  i = j, atunci derivata de mai sus se

noteaz 
∂2f

∂x2i
(a) ³i se nume³te derivata de ordin doi în raport cu xi a funcµiei f în

a. Pentru q = 1 se va nota

Hf (a) =

(
∂2f

∂xj∂xi
(a)

)
i,j=1,p

∈ Mp(R)

³i se va numi Hessiana lui f în a.
Dac  derivatele parµiale de ordin doi exist  în �ecare punct din D se spune c 

f admite derivate parµiale de ordin doi pe D.

Teorema 1.3.19 (Fermat). Fie f : D ⊂ Rp→R (D deschis ) o funcµie care
admite derivate parµiale de ordinul întâi în raport cu toate variabilele într-un punct
a ∈ D. Dac  a este punct de extrem local, atunci

(∇f)(a) :=
(
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xp
(a)

)
= 0,

i.e. a este punct critic pentru f .

Teorema 1.3.20. Fie f : D ⊂ Rp→R (D deschis ) o funcµie de clas  C2 pe
D (cu derivate parµiale de ordin doi continue pe D) ³i a ∈ D un punct critic.

(i). Dac  Hf (a) este pozitiv de�nit , atunci a este punct de minim local pentru
f .

(ii). Dac  Hf (a) este negativ de�nit , atunci a este punct de maxim local
pentru f .

(iii). Dac  în plus f este de clas  C3 ³i Hf (a) este nede�nit , atunci a nu este
punct de extrem local pentru f .

Observaµia 1.3.21. "Teorema lui Fermat" a�rm  c  punctele de extrem sunt
critice, iar Teorema 1.3.20 d  "condiµii su�ciente de extrem" pentru un punct critic.

Propoziµia 1.3.22 (Sylvester). Fie A = (aji)j,i=1,p o matrice simetric  de tip
n× n. Sunt adev rate echivalenµele:

(i). A este pozitiv de�nit  ⇔ toµi minorii diagonali ∆1 = a11,

∆2 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣, . . ., ∆p = detA, sunt strict pozitivi.

(ii). A este negativ de�nit  ⇔ ∆1 < 0, ∆2 > 0, . . ., (−1)
n
∆p > 0.

Definiµia 1.3.23. (i). Se nume³te segment de extremit µi x1 ³i x2, în Rp
mulµimea de puncte {x ∈ Rp | x = (1− t)x1 + tx2, t ∈ [0, 1]}.

(ii). Ω ⊂ Rp se nume³te convex  dac  oricare ar � dou  puncte x1, x2 din Ω,
segmentul de extremit µi x1 ³i x2 este inclus în Ω.



1.4. TEOREMA DE INVERSARE LOCAL  - CAZUL FINIT DIMENDIONAL 17

Teorema 1.3.24 (Formula lui Taylor cu rest Lagrange). Fie f : D ⊂ Rp → R,
o funcµie de n+1 ori derivabil , unde D este o mulµime convex , deschis . Atunci
oricare ar � x ³i a în D exist  un punct c pe segmentul de extremit µi a ³i x astfel
încât

f(x) =f(a) +
1

1!

p∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai)+

+
1

2!

p∑
i1,i2=1

∂2f

∂xi1∂xi2
(a)(xi1 − ai1)(xi2 − ai2)+

+ . . .+
1

n!

p∑
i1,...,in=1

∂nf

∂xi1 . . . ∂xin
(a)(xi1 − ai1) . . . (xin − ain)+

+
1

(n+ 1)!

p∑
i1,...,in+1=1

∂n+1f

∂xi1 . . . ∂xin+1

(c)(xi1 − ai1) . . . (xin+1
− ain+1

).

1.4. Teorema de inversare local  ³i teorema funcµiilor implicite - cazul
�nit dimensional

Teorema 1.4.1 (Teorema de inversare local  - cazul �nit dimensional). Fie
G ⊂ Rn deschis , a ∈ G, f : G → Rn, G ⊂ Rn, cu f derivabil  pe G, f ′ continu 
în a ³i se presupune c  ∃(f ′(a))−1. Atunci ∃U ⊂ Rn deschis  ³i ∃V ⊂ E deschis ,
cu a ∈ U astfel încât :

� f : U → V bijecµie;
� f−1 derivabil  pe V ;
� (f−1) continu  ³i b = f(a).

Observaµia 1.4.2. Fie F : U × V → Rp unde U ⊂ Rk, V ⊂ Rp deschise. Deci

F = F (x,y), x = (x1, . . . , xk) ∈ U ⊂ Rk, y = (y1, . . . , yp) ∈ V ⊂ Rp.

Se va nota cuDyF (x,y),
∂F

∂y
(x, y), F ′

x(x,y), sau cu JF,y(x,y)matricea derivatelor

parµiale ale lui F1, . . . , Fp în raport cu y1, . . . , yp:

∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
· · · ∂F1

∂yp
∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
· · · ∂F2

∂yp
...

...
. . .

...
∂Fp
∂y1

∂Fp
∂y2

· · · ∂Fp
∂yp


,

calculate în (x,y). Evident JF,y(x,y) ∈ Mp(R). Se va nota

detJF,y(x,y) =:
∂(F1, . . . , Fp)

∂(y1, . . . , yp)
(x,y).

Analog, se va nota DxF (x,y),
∂F

∂x
(x,y), sau F ′

x(x,y), sau cu JF,x(x,y) ma-

tricea derivatelor parµiale ale componentelor F1, . . . , Fp în raport cu x1, . . . ,
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xk: 

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xk
∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xk
...

...
. . .

...
∂Fp
∂x1

∂Fp
∂x2

· · · ∂Fp
∂xk


,

calculate în (x,y). Evident JF,x(x,y) ∈ Mp,k(R).

Se vor nota tot cu DxF (x,y),
∂F

∂x
(x,y), etc. ³i aplicaµiile liniare corespunz -

toare (a³anumite "diferenµiale parµiale").

Teorema 1.4.3 (Teorema funcµiilor implicite - cazul �nit dimensional). Fie
F : U × V → Rp, unde U ⊂ Rk, V ⊂ Rp deschise. Presupunem c  F este de clas 
C1 pe U × V . Fie (x0,y0) ∈ U × V pentru care:

(1) F (x0,y0) = 0;
(2) matricea JF,y(x0,y0) este inversabil .
Atunci:
(a) ∃U1 ⊂ U , U1 ∈ V(x0), ∃V1 ⊂ V , V1 ∈ V(y0);
(b) ∃ !f : U1 → V1 astfel încât f(x0) = y0 ³i F (x, f(x)) = 0, ∀x ∈ U1.
Mai mult, f este de clas  C1 ³i

Jf (x) = −JF,y(x, f(x))−1 · JF,x(x, f(x)).

1.5. Diverse integrale

1.5.1. Integrale cu parametru. I. Fie I = [a, b] ⊂ R ³i J ⊂ R un interval
arbitrar ³i �e f : I × J → R.

Definiµia 1.5.1. Dac  funcµia parµial  a lui f în raport cu x(x ∈ [a, b]) este
integrabil  pe [a, b], pentru oricare t ∈ J , atunci are sens s  se considere

F : J → R, F (t) =
∫ b

a

f(x, t)dx, t ∈ J.

Are loc

Propoziµia 1.5.2. Fie f : I × J → R, f continu  (I = [a, b], J = [c, d]). Se
presupune c  derivata ∂f

∂t exist  ³i este continu  în I×J . În aceste condiµii, funcµia

F (t) =
∫ b
a f(x, t)dx este derivabil  pe J ³i derivata este dat  de:

F ′(t) =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, t)dx, t ∈ J.

În plus F ′(t) este continu  pe J.

II. Se consider  situaµia în care parametrul apare atât în expresia funcµiei care
se integreaz  cât ³i la limitele ³i condiµiile de derivabilitate.

Definiµia 1.5.3. Fie f : I × J → R (I = [a, b], J = [c, d]). Presupunem c 
funcµiile parµiale ale lui f în raport cu x sunt integrabie pe [a, b]. Fie a ³i b dou 
funcµii de�nite pe J ³i cu valori în I. În aceste condiµii, integrala
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F (t) =

∫ b(t)

a(t)

f(x, t)dx

are sens pentru orice t ∈ J.

Are loc o propoziµie similar  lui 1.5.2.

Teorema 1.5.4. Fie f : I × J → R continu  (I = [a, b], J = [c, d]), iar a ³i
b dou  funcµii derivabile pe J cu valori în I. Presupunem c  f admite, pe I × J,
derivat  parµial  în raport cu t continu , în aceste condiµii, fucµia

F (t) =

∫ b(t)

a(t)

f(x, t)dx

este derivabil  pe J ³i

F ′(t0) =

∫ b(t0)

a(t0)

∂f

∂t
(x, t0)dx+ f(b(t0), t0) · b′(t0)− f(a(t0), t0) · a′(t0),

pentru t0 ∈ J.

1.5.2. Intregrale duble. Dac  D ⊂ R2 domeniu plan compact (i.e. închis
³i m rginit), m surabil Jordan ³i f : D → R, se poate de�ni conceptul de integra-
bilitate Riemann bidimensional  (a lui f pe D) analog cazului unidimensional (cu
diviziuni, sisteme de puncte intermediare, sume Riemann).

Definiµia 1.5.5. Dac  se împarte D în subdomenii compacte, m surabile Jor-
dan ∆Di, de arii ∆Ai, i = 1, . . . , n (familia {∆Di}i=1,n se nume³te diviziune a lui
D), ³i se consider  (ξi, ηi) ∈ ∆Di, i = 1, . . . , n (familia {(ξi, ηi)}i=1,n se nume³te
sistem de puncte intermediare asociat diviziunii {∆Di}i=1,n) se poate de�ni suma

n∑
i=1

f(ξ, ηi)∆Ai,

numit  suma Riemann asociat  funcµiei f , diviziunii {∆Di}i=1,n ³i sistemului de
puncte intermediare {(ξi, ηi)}i=1,n.

Se consider  limita

lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξ, ηi)∆Ai,

unde limita este luat  dup  n→ ∞ astfel încât diametrul subdomeniilor ∆Di tinde
la zero (||∆Di|| → 0). Dac  limita exist  pentru orice ³ir de diviziuni ca mai sus ³i
orice ³ir de sisteme de puncte intermediare asociat diviziunilor ³i este mereu aceea³i,
ea se noteaz  cu ∫∫

D

f(x, y)dxdy,

se nume³te integrala dubl  a lui f pe D, iar funcµia f se nume³te integrabil  Riemann
bidimensional pe D.

Teorema 1.5.6. Orice funcµie continu  f : D → R (D ⊂ R2 domeniu plan
compact, m surabil Jordan) este integrabil  Riemann bidimensional pe D.
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Teorema 1.5.7 (Fubini). Fie φ,ψ : [a, b] → R funcµii continue, φ ≤ ψ,

D :=
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x ∈ [a, b], φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)
}

³i f : D → R continu . Atunci f este Riemann integrabil  pe D ³i

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

 ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy

 dx.

1.5.3. Integrale triple. Dac  K ⊂ R3 domeniu compact, m surabil Jordan
³i f : K → R, se poate de�ni conceptul de integrabilitate Riemann tridimensional 
(a lui f pe K) analog cazurilor uni ³i bidimensional.

Definiµia 1.5.8. Dac  se împarte K în subdomenii compacte, m surabile Jor-
dan ∆Ki, de volume ∆Vi, i = 1, . . . , n (familia {∆Ki}i=1,n se nume³te diviziune
a lui K), ³i se consider  (ξi, ηi, µi) ∈ ∆Ki, i = 1, . . . , n (familia {(ξi, ηi, µi)}i=1,n

se nume³te sistem de puncte intermediare asociat diviziunii {∆Ki}i=1,n) se poate
de�ni suma

n∑
i=1

f(ξ, ηi, ηi)∆Vi,

numit  suma Riemann asociat  funcµiei f , diviziunii {∆Ki}i=1,n ³i sistemului de
puncte intermediare {(ξi, ηi, µi)}i=1,n.

Se consider  limita

lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξ, ηi, µi)∆Vi,

unde limita este luat  dup  n→ ∞ astfel încât diametrul subdomeniilor ∆Ki tinde
la zero (||∆Ki|| → 0). Dac  limita exist  pentru orice ³ir de diviziuni ca mai sus
³i orice ³ir de sisteme de puncte intermediare asociate diviziunilor ³i este mereu
aceea³i, ea se noteaz  cu ∫∫∫

K

f(x, y, z)dxdydz,

se nume³te integrala tripl  a lui f pe K, iar funcµia f se nume³te integrabil  Rie-
mann tridimensional pe K.

Teorema 1.5.9. Orice funcµie continu  f : K → R (K ⊂ R3 domeniu plan
compact, m surabil Jordan) este integrabil  Riemann tridimensional pe K.

Teorema 1.5.10 (Fubini). Fie φ,ψ : D → R funcµii continue, φ ≤ ψ (D ⊂ R2

compact, m surabil Jordan),

K :=
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ (x, y) ∈ D, φ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)
}

³i f : K → R continu . Atunci f este Riemann integrabil  pe K ³i

∫∫∫
K

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫
D

 ψ(x,y)∫
φ(x,y)

f(x, y, z)dz

 dxdy.
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1.5.4. Integrale de suprafaµ .

Definiµia 1.5.11. O pânz  poate � dat  sub forma

x = r(u, v),

u, v parametrii reali, sau deoarece în coordonate carteziene

x = xi+ yj+ zk,

mai precis

(1.5.1) S :

 x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)
z = χ(u, v)

, (u, v) ∈ D,

(D ⊂ R2 compact, m surabil Jordan), φ, ψ, χ ∈ C1(D).

Observaµia 1.5.12. Se poate de�ni conceptul de pânze echivalente, se poate
deduce c  dou  pânze echivalente au aceea³i imagine. Se deduce simplu c  re-
laµia de echivalenµ  a pânzelor este o relaµie de echivalenµ  pe mulµimea tuturor
pânzelor, clasele de echivalenµ  numindu-se suprafeµe. Se va folosi, prin abuz, cu-
vântul suprafaµ  ³i pentru pânz .

Curbele parametrice u =constant, v =constant stabilesc un sistem de coordo-
nate pe suprafaµ . Elementul fundamental pentru de�nirea integralei de suprafaµ 
este elementul (diferenµial) de arie dσ (în plan, la integrale duble, acesta era
dA = dxdy).

În �ecare punct P al suprafeµei dx =
∂r

∂u
du+

∂r

∂v
dv genereaz  planul tangent la

suprafaµ . În particular direcµiile curbelor parametrice u =constant, v =constant

sunt date de dx1 =
∂r

∂u
du, dx2 =

∂r

∂v
dv.

Produsul vectorial dx1 × dx2 =
∂r

∂u
× ∂r

∂u
dudv este normal planului tangent

în P , iar m rimea sa

∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂u

∣∣∣∣ este chiar aria paralelogramului (diferenµial) de

coordonate. Aceasta impune

Definiµia 1.5.13. (i). Elementul (diferenµial) de arie dσ al unei suprafeµe date
ca mai sus este

dσ =

∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv.
(ii). Pentru F : Ω → R continu , Ω ⊂ R3, S o suprafaµ  de clas  C1 dat  ca

mai sus cu ImS ⊂ Ω, se de�ne³te integrala de suprafaµ  de prima speµ  a lui F pe
S ca �ind∫∫

S

F (x, y, z)dσ =

∫∫
D

F (φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))

∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv.
Observaµia 1.5.14. (i). Dac  suprafaµa este dat  sub form  explicit  z =

f(x, y), mai precis

S :

 x = u
y = v
z = f(u, v)

, (u, v) ∈ D,
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(D ⊂ R2 compact, m surabil Jordan), f ∈ C1(D), atunci

∂r

∂u
= i+

∂f

∂u
k,

∂r

∂v
= j+

∂f

∂v
k,

∂r

∂u
× ∂r

∂v
= k− ∂f

∂u
j− ∂f

∂v
i,

de unde ∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ =
√
1 +

(
∂f

∂u

)2

+

(
∂f

∂v

)2

,

deci ∫∫
S

F (x, y, z)dσ =

∫∫
D

F (u, v, f(u, v))

√
1 +

(
∂f

∂u

)2

+

(
∂f

∂v

)2

dudv.

(ii). Dac  suprafaµa este dat  sub form  implicit  G(x, y, z) = 0, se ³tie c  în
�ecare punct al s u câmpul gradient ∇G este perpendicular pe planul tangent la
suprafaµ , deci ³i la suprafaµ ; a³adar

∇G
|∇G|

= ±

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ .
Teorema 1.5.15. Dac  suprafaµa S este dat  prin

S :

 x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)
z = χ(u, v)

, (u, v) ∈ D,

(D ⊂ R2 compact, m surabil Jordan), φ, ψ, χ ∈ C1(D), iar F : Ω → R continu ,
Ω ⊂ R3 cu ImS ⊂ Ω, atunci∫∫

S

F (x, y, z)dσ =

∫∫
D

F (φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
√
EG− F 2dudv,

unde E, F , G sunt coe�cienµii primei forme fundamentale ai lui S:

E = (φ′
u)

2
+ (ψ′

u)
2
+ (χ′

u)
2
, G = (φ′

v)
2
+ (ψ′

v)
2
+(χ′

v)
2
,

F = φ′
u · φ′

v + ψ′
u · ψ′

v + χ′
u · χ′

v.

Definiµia 1.5.16. Pentru P, Q, R : Ω → R continue, Ω ⊂ R3 deschis ,

S :

 x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)
z = χ(u, v)

, (u, v) ∈ D,

(D ⊂ R2 compact, m surabil Jordan) o suprafaµ  cu dou  feµe, de clas  C1 cu
ImS ⊂ Ω, se de�ne³te integrala de suprafaµ  de a doua speµ  a lui V = (P,Q,R)
pe S+ ca �ind∫∫

S+

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫
S

V(x, y, z) · n(x, y, z)dσ,

unde S+ este faµa exterioar  a suprafeµei S, iar n este cîmpul versorilor normali la
faµa exterioar  a suprafeµei S (V · n desemneaz  produsul scalar al lui V cu n).



CAPITOLUL 2

Complemente de analiz  pe variet µi

Se de�ne³te conceptul de varietate (n−1)-dimensional  în Rn; se deduce c , în
�ecare dintre punctele sale, M are un plan tangent (n− 1)-dimensional. Se discut 
�metoda multiplicatorului Lagrange�, care a�rm  c : pentru a maximiza sau a min-
imiza funct

,
ia f : Rn → R supus  �constrângerii� g (x1, . . . , xn) = 0, este su�cient

a rezolva ecuat
,
iile scalare g(x) = 0, ∇f(x) = λ∇g(x), pentru n+ 1 �necunoscute�

x1, . . . , xn, λ; dac  aceste ecuat
,
ii au mai multe solut

,
ii, putem determina care (dac 

exist ) d  un maxim s
,
i care d  un minim, calculând valoarea lui f în �ecare.

Se de�ne³te conceptul de varietate k-dimensional  în Rn; se deduce c , dac 
M este o varietate k-dimensional  în Rn, atunci, în �ecare dintre punctele sale, M
are un plan tangent k-dimensional. Se deduce o generalizare a "Teoremei funcµiilor
implicite". Din ea se deduce faptul c  solut

,
ia a m ecuat

,
ii în n > m variabile este,

în general, o varietate (n − m)-dimensional  în Rn, ceea ce conduce la o gener-
alizare a "metodei multiplicatorului Lagrange", numit  "metoda multiplicatorilor
Lagrange".

Se de�ne³te conceptul de petic (patch) neted (sau de clas  C1); varietatea k-
dimensional  în Rn M se va numi neted  (sau de clas  C1) dac  este o reuniune
de petice netede; se deduce c  o submult

,
ime M a lui Rn este o k-varietate net-

ed  dac  este, local, imaginea unei aplicaµii de clas  C1 obis
,
nuite, de�nit  pe o

submulµime deschis  a lui Rk. Pentru o varietate k-dimensional  în Rn neted  se
de�nesc conceptele de pachet de coordonate ³i de atlas, dar ³i ce înseamn  c  ea este
orientabil . Se de�nesc apoi noµiunile de k-celul  orientat  ³i de regiune celulat 
orientat  într-o k-varietate neted  M ⊂ Rn. În �nal se de�ne³te conceptul de k-
varietate-cu-bord neted  orientat  compact , ca �ind o regiune compact  V într-o
k-varietate orientat  M ⊂ Rn, astfel încât frontiera sa ∂V este o (k − 1)-varietate
neted  (compact ). O form  k-diferential  α pe o multime U ⊂ Rn este o aplicaµie
care asociaz  în �ecare punct x ∈ U o funcµie k-multiliniar  alternat  α(x) = αx pe
Rn; pentru o astfel de form  de clas  C1 pe Rn s

,
i pentru φ : Q → Rn o suprafat

,
 

k-dimensional  de clas  C1 se poate vorbi despre integrala lui α pe φ. Se enunµ 
(f r  demonstraµie) Teorema lui Stokes referitoare la integrala unei (k − 1)-forme
diferenµiale de clas  C1 care este de�nit  pe o submult

,
ime deschis  din Rn care

conµine o k-celul  orientat , respectiv o regiune celulat  orientat , respectiv o k-
varietate-cu-bord neted  orientat  compact  într-o k-varietate orientat  M ⊂ Rn.
În �nal, se de�ne³te ce înseamn  un "patch" (petic) de suprafat

,
  k-dimensional 

în Rn, precum ³i aria sa.
Toate din conceptele ³i rezultatele din acest capitol sunt necesare în ultimul

capitol, pentru a da un caracter autoconµinut lucr rii. Multe propoziµii sau teoreme
sunt doar enunµate, deducerea lor �ind prea laborioas  ³i necesitând cunoµinµe
suplimentare avansate de analiz  pe variet µi.

Sursele bibliogra�ce utilizate sunt [1], [2].
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24 2. COMPLEMENTE DE ANALIZ� PE VARIET��I

2.1. Multiplicatori Lagrange

Observaµia 2.1.1. Fie D o submult
,
ime compact  (adic  închis  s

,
i m rginit ) a

lui Rn. Dac  funct
,
ia f : D → R este continu  atunci, prin Teorema lui Weierstrass,

exist  un punct p ∈ D la care f îs
,
i atinge maximul (absolut) valoarea pe D (s

,
i

în mod similar f atinge o valoare minim  absolut  pe D). Punctul p poate � �e
un punct frontier , �e un punct interior al lui D. p este un punct de frontier  al
lui D dac  s

,
i numai dac  �ecare bil  deschis  centrat  pe p cont

,
ine atât puncte

de D, cât s
,
i puncte de Rn \ D; un punct interior de D este un punct de D care

nu este un punct frontier . Astfel p este un punct interior al lui D dac  s
,
i numai

dac  D cont
,
ine o bil  deschis  centrat  în p. Mult

,
imea tuturor punctelor frontier 

(interioare) ale lui D se numes
,
te frontiera (interiorul) lui D.

De exemplu, bila deschis Br(p) este interiorul bilei închise B̄r(p); sfera Sr(p) =
B̄r(p) \Br(p) este frontiera sa.

Definiµia 2.1.2. Fie D o submult
,
ime compact  (adic  închis  s

,
i m rginit ) a

lui Rn. Spunem c  funct
,
ia f : D → R are un maxim local (respectiv, minim local)

pe D în punctul p ∈ D dac  s
,
i numai dac  exist  o bil  deschis  B centrat  în p

astfel încât f(x) ≤ f(p) [respectiv, f(x) ≥ f(p) ] pentru toate punctele x ∈ B∩D.
Astfel, f are un maxim local pe D în punctul p dac  valoarea sa în p este cel put

,
in

la fel de mare ca în orice punct �în apropierea� sa, din D.

În problemele de maxim-minim aplicate, mult
,
imea D este adesea mult

,
imea de

puncte de pe sau în interiorul unei suprafet
,
e n−1 dimensionale închise s

,
i m rginite

S în Rn; S este atunci frontiera lui D. Se va vedea c , dac  funct
,
ia diferent

,
iabil 

f : D → R are un maxim sau un minim local în punctul interior p ∈ D, atunci
p trebuie s  �e un punct critic al lui f , adic  un punct în care toate derivatele
part

,
iale de ordin 1 ale lui f se anuleaz , deci ∇f(p) = 0. Punctele critice ale

lui f pot � g site (în principiu) prin �setarea derivatelor part
,
iale ale lui f toate

egale cu zero s
,
i determinând pe x1, . . ., xn�. Determinarea punctelor critice în

cazul multidimensional nu difer  esent
,
ial de a�area lor în cazul bidimensional deja

discutat (recapitulat).
Dac , totus

,
i, p este un punct frontier  al lui D în care f are un maxim sau un

minim local pe D, atunci situat
,
ia este destul de diferit  - localizarea acestor puncte

este o problem  de tip "multiplicatori Lagrange". Metodelele de studiu se bazeaz 
pe urm torul rezultat.

Teorema 2.1.3. Fie S o mult
,
ime în Rn s

,
i φ : R → S o curb  diferent

,
iabil  cu

φ(0) = a. Dac  f este o funct
,
ie diferent

,
iabil  cu valori reale de�nit  pe o mulµime

deschis  care cont
,
ine S s

,
i f are un maxim local (sau un minim local) pe S în a,

atunci gradientul vectorul ∇f(a) este ortogonal pe vectorul vitez  φ′(0).

Corolarul 2.1.4. Dac  U este o submult
,
ime deschis  a lui Rn s

,
i a ∈ U este

un punct în care funct
,
ia diferent

,
iabil  f : U → R are un maxim local sau un minim

local, atunci a este un punct critic al lui f , i.e. ∇f(a) = 0.

2.2. Variet µi

Se va de�ni ce este o suprafat
,
  (n− 1)-dimensional . Pentru început, dorim ca

o suprafat
,
  (n− 1)-dimensional  (numit  (n− 1)-varietate în de�nit

,
ia de mai jos)

s  �e o mult
,
ime în Rn care are în �ecare punct un plan tangent (n−1)-dimensional.
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Definiµia 2.2.1. (i). Mult
,
imea M din Rn se spune c  are un plan tangent

k-dimensional în punctul a ∈M dac  reuniunea tuturor dreptelor tangente în a, la
curbele diferent

,
iabile cu imaginea înM care trec prin a, este un plan k-dimensional

(adic  este o translat
,
ie a unui subspat

,
iu k-dimensional al Rn).

(ii). O varietate va � de�nit  ca o uniune de mulµimi numite �patch-uri�
("petic"). Fie πi : Rn → Rn−1 aplicaµia proiect

,
ie care "s

,
terge coordonata a i-

a", adic ,
πi (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , x̂i, . . . , xn) ,

unde simbolul x̂i înseamn  c  coordonata xi a fost s
,
tears  din n-tuplu, l sând un

(n− 1)-tuplu sau punct din Rn−1. Mult
,
imea P din Rn se numes

,
te "patch" (petic)

(n−1)-dimensional dac  s
,
i numai dac  exist  i ≦ n ³i exist  o funct

,
ie diferent

,
iabil 

h : U → R, de�nit  pe o submult
,
ime deschis  U ⊂ Rn−1, astfel încât

P = {x ∈ Rn : πi(x) ∈ U s
,
i xi = h (πi(x))} .

Observaµia 2.2.2. Mulµimea P de�nit  mai sus este gra�cul în Rn al funct
,
iei

diferent
,
iabile h, gândind h ca �ind de�nit pe o submult

,
ime deschis  a (n − 1)-

hiperplanului de coordonate πi (Rn) care este generat de vectorii bazei canonice
e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en. Altfel spus, coordonata i a unui punct din P este o
funct

,
ie diferent

,
iabil  a celor n− 1 coordonate r mase. Se va vedea în demonstrat

,
ia

Teoremei 2.2.5 c  �ecare petic (n − 1)-dimensional din Rn are un plan tangent
(n− 1) dimensional în �ecare dintre punctele sale.

Definiµia 2.2.3. Mult
,
imeaM din Rn se numes

,
te varietate (n−1)-dimensional 

(sau simplu o (n−1)-varietate), dac  s
,
i numai dac  �ecare punct a ∈M se a�  într-

o submult
,
ime deschis  U de Rn astfel încât U∩M este un patch (n−1)-dimensional

(a se vedea Figura 2.2.1).

Figura 2.2.1. De�niµia variet µii

Observaµia 2.2.4. O varietate este o reuniune de petice, des
,
i acest lucru nu

este chiar corect, deoarece într-o unire arbitrar  de petice dou  dintre ele s-ar putea
intersecta �gres

,
it�.

Teorema 2.2.5. Dac  M este o varietate (n− 1)-dimensional  în Rn, atunci,
în �ecare dintre punctele sale, M are un plan tangent (n− 1)-dimensional.

Demonstraµie. Cum a ∈M , dorim s  ar t m c  reuniunea tuturor dreptelor
tangente în a, la curbele diferent

,
iabile prin a de pe M , este un plan (n − 1)-

dimensional sau, echivalent, c  mult
,
imea tuturor vectorilor vitez  ai unor astfel de

curbe este un subspat
,
iu (n− 1) dimensional al lui Rn.
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Faptul c  M este o (n − 1)-varietate înseamn  c , într-o vecin tate a lui a,
M coincide cu gra�cul unei funct

,
ii diferent

,
iabile h : Rn → R. Adic , pentru un

i ≦ n, xi = h (x1, . . . , x̂i, . . . , xn) pentru toate punctele (x1, . . . , xn) dinM su�cient
de aproape de a. S  consider m cazul i = n (de care celelalte cazuri difer  doar
printr-o permutare a coordonatelor).

Fie φ : R → M o curb  diferent
,
iabil  cu φ(0) = a s

,
i �e ψ : R → Rn−1,

ψ = π ◦ φ, unde π : Rn → Rn−1 este proiect
,
ia obis

,
nuit . Dac  ψ(0) = b ∈ Rn−1,

atunci imaginea lui φ "aproape de" a se a�  �deasupra� imaginii lui ψ "aproape
de" b. Adic  φ(t) = (ψ(t), h(ψ(t)) pentru t su�cient de aproape de 0. Aplicând
regula lant

,
ului, se obt

,
ine

(2.2.1) φ′(0) = (ψ′(0),∇h(b) · ψ′(0)) =

n−1∑
i=1

ψ′
i(0) (ei, Dih(b)) ,

unde e1, . . . , en−1 sunt vectorii bazei canonice în Rn−1. În consecint
,
 , φ′(0) se a� 

în subspat
,
iul (n − 1)-dimensional al lui Rn generat de n − 1 (în mod clar liniar

independent ) vectori

(e1, D1h(b)) , . . . , (en−1, Dn−1h(b)) .

Dat �ind un vector v =
∑n−1
i=1 vi (ei, Dih(b)) din acest spat, iu (n−1)-dimensional,

se consider  curba diferent
,
iabil  φ : R →M de�nit  de

φ(t) = (b+ tw, h(b+ tw)),

unde w = (v1, . . . , vn−1) ∈ Rn−1. Din (2.2.1) este clar c  φ′(0) = v. Astfel, �ecare
punct al subspat

,
iului nostru (n− 1)-dimensional este vectorul vitez  al unei curbe

prin a pe M . □

2.3. Teorema funcµiilor implicite

Observaµia 2.3.1. Pentru a aplica Teorema 2.2.5, trebuie s  putem recunoas
,
te

o (n− 1)-varietate. Se va da în Teorema 2.3.3 de mai jos o condit
,
ie su�cient  util 

ca o mult
,
ime M ⊂ Rn s  �e o (n − 1)-varietate. Pentru demonstrarea sa avem

nevoie de urm toarea teorem  de baz . Se a�rm  c  dac  g : Rn → R este o
funct

,
ie de clas  C1 s

,
i g(a) = 0 cu una din derivatele part

,
iale Dig(a) ̸= 0, atunci pe

o vecin tate a lui a ecuat
,
ia

g (x1, . . . , xn) = 0

poate � �rezolvat  pentru xi, în funct
,
ie de variabilele r mase�. Aceasta implic 

faptul c , pe o vecin tate a lui a, mult
,
imea S = g−1(0) arat  ca un petic (n− 1)-

dimensional, deci ca o (n − 1)-varietate. Se va prezenta aceast  teorem  pentru
i = n.

Teorema 2.3.2 (Teorema funcµiilor implicite - forma "clasic "). Fie G : Rn →
R de clas  C1 s

,
i presupunem c  G(a) = 0, iar DnG(a) ̸= 0. Atunci exist  o

vecin tate U a lui a s
,
i o funct

,
ie diferent

,
iabil  F de�nit  pe o vecin tate V a lui

(a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1, astfel încât

U ∩G−1(0) = {x ∈ Rn : (x1, . . . , xn−1) ∈ V s
,
i xn = F (x1, . . . , xn−1)} .

În particular,

G (x1, . . . , xn−1, F (x1, . . . , xn−1)) = 0,

pentru tot
,
i (x1, . . . , xn−1) ∈ V .
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Teorema 2.3.3. Se presupune c  g : Rn → R este de clas  C1. Dac  M este
mult

,
imea tuturor acelor puncte x ∈ S = g−1(0) cu ∇g(x) ̸= 0, atunci M este o

(n−1)-varietate. Dat �ind a ∈M , vectorul gradient ∇g(a) este ortogonal la planul
tangent la M în a.

Exemplul 2.3.4. Dac  g(x) = x21+ · · ·+x2n− 1, atunci M este "sfera unitate"
Sn−1 din Rn, deci Teorema 2.3.3 ofer  o demonstraµie rapid  c  Sn−1 este o (n−1)-
varietate.

Toate cele anterioare permit a demonstra

Teorema 2.3.5. S  presupunem c  g : Rn → R este de clas  C1 s
,
i �e M

mult
,
imea tuturor acelor puncte x ∈ Rn în care g(x) = 0 s

,
i ∇g(x) ̸= 0. Dac 

funct
,
ia diferent

,
iabil  f : Rn → R atinge un maxim sau un minim local pe M în

punctul a ∈M , atunci

(2.3.1) ∇f(a) = λ∇g(a),

pentru un num r λ (numit �multiplicatorul Lagrange�).

Demonstraµie. Din Teorema 2.3.3, M este o (n − 1)-varietate, deci M are
un plan tangent (n − 1)-dimensional, cu Teorema 2.2.5. Vectorii ∇f(a) s

,
i ∇g(a)

sunt ambii ortogonali la acest plan tangent, din Teoremele 2.1.3 s
,
i, respectiv, 2.3.3.

Deoarece complementul ortogonal la un subspat
,
iu (n−1)-dimensional al lui Rn este

unidimensional, rezult  c  ∇f(a) s
,
i ∇g(a) sunt coliniare. Deoarece ∇g(a) ̸= 0,

acest lucru implic  faptul c  ∇f(a) este un multiplu al lui ∇g(a). □

Observaµia 2.3.6. Conform teoremei anterioare, pentru a maximiza sau a
minimiza funct

,
ia f : Rn → R supus  �constrângerii�

g (x1, . . . , xn) = 0,

este su�cient a rezolva ecuat
,
iile scalare

g(x) = 0, s
,
i ∇f(x) = λ∇g(x),

pentru n+ 1 �necunoscute� x1, . . . , xn, λ. Dac  aceste ecuat
,
ii au mai multe solut

,
ii,

putem determina care (dac  exist ) d  un maxim s
,
i care d  un minim, calculând

valoarea lui f în �ecare. Aceasta este pe scurt �metoda multiplicatorului Lagrange�.

Se dore³te generalizarea "metodei multiplicatorului Lagrange" astfel încât s 
putem maximiza sau minimiza o funct

,
ie f : Rn → R supus  mai multor "constrân-

geri"

(2.3.2) g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0,

unde m < n.
De exemplu, s  presupunem c  dorim s  maximiz m funct

,
ia f(x, y, z) = x2 +

y2 + z2 în condit
,
iile x2 + y2 = 1 s

,
i x+ y+ z = 0. Intersect

,
ia cilindrului x2 + y2 = 1

s
,
i a planului x + y + z = 0 este o elips  în R3 s

,
i se cere pur s

,
i simplu distant

,
a

maxim  de la origine pân  la un punct al acestei elipse.
Dac  G : Rn → Rm este aplicaµia ale c rei funct

,
ii componente sunt funct

,
iile

g1, . . . , gm, atunci ecuat, iile (2.3.2) pot � rescrise ca G(x) = 0. Mult
,
imea S =

G−1(0) poate � (într-un anumit sens) o suprafat
,
  (n − m)-dimensional  în Rn .

Pentru a � mai exacµi, trebuie s  de�nim k-variet t
,
i în Rn, pentru k < n.
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Observaµia 2.3.7. (i). De�nit
,
ia patch-urilor (n − 1)-dimensionale poate �

reformulat , spunând c  P ⊂ Rn este un patch (petic) (n− 1)-dimensional dac  s
,
i

numai dac  exist  o permutare xi1 , . . . , xin a coordonatelor x1, . . . , xn în Rn s
,
i o

funct
,
ie diferent

,
iabil  h : U → R pe o mult

,
ime deschis  U ⊂ Rn−1, astfel încât

P =
{
x ∈ Rn :

(
xi1 , . . . , xin−1

)
∈ U s

,
i xin = h

(
xi1 , . . . , xin−1

)}
.

(ii). Analog, mult
,
imea P ⊂ Rn este un patch (petic) k-dimensional dac  s

,
i

numai dac  exist  o permutare xi1 , . . . , xin din x1, . . . , xn s, i o aplicaµie diferent, iabil 
h : U → Rn−k de�nit  pe o mulµime deschis  U ⊂ Rk, astfel încât,

P =
{
x ∈ Rn : (xi1 , . . . , xik) ∈ U s

,
i
(
xik+1

, . . . , xin
)
= h (xi1 , . . . , xik)

}
.

Astfel P este pur s
,
i simplu gra�cul lui h, considerat ca o funct

,
ie de xi1 , . . . , xik ,

mai degrab  decât x1, . . . , xk ca de obicei; coordonatele xik+1
, . . . , xin ale unui punct

de P sunt funct
,
ii diferent

,
iabile ale coordonatelor k r mase (Figura 2.3.1).

Figura 2.3.1. Varietate k-dimensional 

Definiµia 2.3.8. Mult
,
imea M ⊂ Rn se numes

,
te o varietate k-dimensional  în

Rn, sau k-varietate, dac  �ecare punct al lui M se a�  într-o submult
,
ime deschis 

V de Rn astfel încât V ∩M este un petic k-dimensional.

Observaµia 2.3.9. (i). O k-varietate este o mult
,
ime alc tuit  din patch-uri

k-dimensionale, în acelas
,
i mod în care o (n− 1)-varietate este format  din (n− 1)

patch-uri dimensionale.
(ii). De exemplu, este us

,
or de veri�cat c  cercul x2 + y2 = 1 în planul xy

este o 1-varietate în R3. Acesta este un caz special al faptului c , dac  M este o
k-varietate în Rn, iar Rn este privit ca un subspat

,
iu al lui Rp(p > n), atunci M

este o k-varietate în Rp.

Urm torul rezultat este generalizarea Teoremei 2.2.5.

Teorema 2.3.10. Dac  M este o varietate k-dimensional  în Rn atunci, în
�ecare dintre punctele sale, M are un plan tangent k-dimensional.



2.3. TEOREMA FUNC�IILOR IMPLICITE 29

Pentru a generaliza Teorema 2.3.3 este necesar  urm toarea generalizare a Teo-
remei funcµiei implicite:

Teorema 2.3.11 (Generalizarea Teoremei funcµiilor implicite). Fie G : Rn →
Rm(m < n) o aplicaµie de clas  C1. S  presupunem c  G(a) = 0 s

,
i c  rangul

matricei Jacobiene asociate lui Gîn a (G′(a)) este m. Apoi exist  o permutare
xi1 , . . . , xin a coordonatelor în Rn, o submult

,
ime deschis  U de Rn care cont

,
ine

a, o submult
,
ime deschis  V de Rn−m care cont

,
ine b =

(
ai1 , ldots, ain−m

)
s
,
i o

aplicaµie diferent
,
iabil  h : V → Rm astfel încât �ecare punct x ∈ U se a�  pe

S = G−1(0) dac  s
,
i numai dac  (xi1 , . . . , xin−m) ∈ V s

,
i(

xin−m+1, . . . , xin
)
= h

(
xi1 , . . . , xin−m

)
.

Reamintim c  matricea m× n G′(a) are rang m dac  s
,
i numai dac  m vectori

de rând ∇G1(a), . . . ,∇Gm(a) (vectorii gradient ai funct
,
iilor componente ale lui G)

sunt liniar independent
,
i. Dac  m = 1, deci G = g : Rn → R, aceasta este doar

condit
,
ia ca ∇g(a) ̸= 0, deci o derivat  part

,
ial  Dig(a) ̸= 0. Astfel, teorema de mai

sus este într-adev r o generalizare a Teorema funcµiilor implicite.

Observaµia 2.3.12. Concluzia teoremei anterioare a�rm  c , într-o vecin tate
a lui a, sistemul de m ecuat

,
ii

G1(x) = 0, . . . , Gm(x) = 0,

poate � rezolvat (unic) în raport cu cele m variabile xin−m+1
, . . . , xin , ca funct

,
ii

diferent
,
iabile funcµie de variabilele xi1 , . . . , xin−m . Astfel, mult

,
imea S = G−1(0)

arat , într-o vecin tate a lui a, ca o varietate (n − m)-dimensional . Folosind
Generalizarea Teoremei funcµiilor implicite în locul Teoremei funcµiilor implicite,
demonstrat

,
ia Teoremei 2.3.3 se traduce într-o demonstrat

,
ie a urm toarei general-

iz ri.

Teorema 2.3.13. Se presupune c  aplicaµia G : Rn → Rm este de clas  C1.
Dac  M este mult

,
imea tuturor acelor puncte x ∈ S = G−1(0) pentru care rangul

lui G′(x) este m, atunci M este o (n−m)-varietate. Pentru a ∈M , vectorii de gra-
dient ∇G1(a), . . . ,∇Gm(a), ai funct

,
iilor componente ale lui G sunt toµi ortogonali

planului tangent la M în a.

Observaµia 2.3.14. Pe scurt, Teorema anterioar  a�rm  c  solut
,
ia a m ecuat

,
ii

în n > m variabile este, în general, o varietate (n −m)-dimensional  în Rn. Aici
expresia �în general� înseamn  c , dac  ecuat

,
iile sunt

G1 (x1, . . . , xn) = 0,

...

Gm (x1, . . . , xn) = 0,

trebuie ca funct
,
iile G1, . . . , Gm s  �e de clas  C1 s

,
i, de asemenea, ca vectorii de gra-

dient ∇G1, . . . ,∇Gm s  �e liniar independenµi în �ecare punct al lui M = G−1(0)
s
,
i, în sfârs

,
it, c  M nu este vid .

Se va da versiunea general  a metodei multiplicatorului Lagrange:

Teorema 2.3.15 (Metoda multiplicatorilor Lagrange). Se presupune c  G :
Rn → Rm(m < n) este de clas  C1 s

,
i fei M mult

,
imea tuturor acelor puncte

mathbfx ∈ Rn pentru care G(x) = 0 s
,
i, de asemenea, vectorii de gradient ∇G1(x),
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. . ., ∇Gm(x) sunt liniar independenµi. Dac  funct
,
ia diferent

,
iabil  f : Rn → R

atinge un maxim sau un minim local pe M în punctul a ∈ M , atunci exist  nu-
merele reale λ1, . . . , λm (numit

,
i multiplicatori Lagrange) astfel încât

(2.3.3) ∇f(a) = λ1∇G1(a) + · · ·+ λm∇Gm(a).

Demonstraµie. Din Teorema 2.3.13, M este o (n −m)-varietate s
,
i, prin ur-

mare, are un plan tangent (n −m)-dimensional Ta în a, cu Teorema 2.3.10. Dac 
Na este complementul ortogonal al translatatului Ta în origine, atunci din chestiuni
elemenatare de algebr  liniar  rezult  c  dimNa = m. Vectorii liniar independent

,
i

∇G1(a), . . . ,∇Gm(a) se a�  în Na (Teorema 2.3.13) s
,
i, prin urmare, constituie o

baz  pentru Na. Deoarece, din Teorema 2.1.3, ∇f(a) se a�  s
,
i în Na, rezult  c 

∇f(a) este o combinat
,
ie liniar  a vectorilor ∇G1(a), . . . ,∇Gm(a). □

Pe scurt, pentru a localiza toate punctele (x1, . . . , xn) ∈M unde f poate atinge
o valoare maxim  sau minim , este su�cient s  rezolv m n+m ecuat

,
ii scalare

G1(x) = 0

...

Gm(x) = 0

∇f(x) = λ1∇G1(x) + · · ·+ λm∇Gm(x),

pentru cele n+m "necunoscute" x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm.

2.4. Variet µi netede ³i variet µi orientabile

Se poate spune c  o varietate k-dimensional  în Rn este o mult
,
ime M care

arat  local ca gra�cul unei aplicaµii de la Rk la Rn−k. Adic , �ecare punct al luiM
se a�  într-o submult

,
ime deschis  V a lui Rn astfel încât P = V ∩M este un petic

k-dimensional; aceasta înseamn  c  exist  o permutare xi1 , . . . , xin a lui x1, . . . , xn
s
,
i o aplicaµie diferent

,
iabil  h : U → Rn−k de�nit  pe o mulµime deschis  U ⊂ Rk,

astfel încât

P =
{
x ∈ Rn : (xi1 , . . . , xik) nU s

,
i

(
xik+1

, . . . , xin
)
= h (xi1 , . . . , xik)

}
.

Definiµia 2.4.1. În condiµiile de mai sus,
(i). P se va numi petic (patch) neted (sau de cls  C1) dac  aplicaµia h este de

clas  C1;
(ii). varietatea M se va numi neted  (sau de clas  C1) dac  este o reuniune de

petice netede.

Exist  trei moduri standard prin care poate de�ni (local) o k-varietate în Rn:
(a) ca gra�c al unei aplicaµii Rk → Rn−k;
(b) ca "zerouri" ale unei aplicaµii Rn → Rn−k;
(c) ca imaginea unei aplicaµii Rk → Rn.
De�nit

,
ia unei variet t

,
i se bazeaz  pe (a), care este de fapt un caz special pentru

(b) s
,
i (c), deoarece gra�cul lui f : Rk → Rn−k este acelas

,
i cu mulµimea zerourilor

lui G(x,y) = f(x) − y s
,
i este, de asemenea, imaginea lui F : Rk → Rn, unde

F (x) = (x, f(x)).
Se dore³te obµinerea unor condit

,
ii în care (b) s

,
i (c) sunt, de fapt, echivalente

cu (a).
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Studiul metodei "multiplicatorilor Lagrange" s-a bazat pe aparit
,
ia variet µilor

în forma (b). Urm torul rezultat a fost enunt
,
at (f r  demonstraµie) în Teorema

2.3.13.

Teorema 2.4.2. Fie G : Rn → Rm o aplicaµie de clas  C1, unde k = n−m > 0.
Dac  M este mult

,
imea tuturor acelor puncte x ∈ G−1(0) pentru care matricea

derivat  G′(x) are rang m, atunci M este o k-varietate neted .

Observaµia 2.4.3. (i). Dac M este o k-varietate în Rn s
,
i U este o submulµime

deschis  al lui Rk, atunci o aplicaµie φ : U →M poate � privit  ca o parametrizare
a submult

,
imii φ(U) a lui M .

De exemplu, parametrizarea coordonatelor sferice φ : R2
uv → S2 a sferei unit t

,
ii

S2 ⊂ R3, de�nit  prin

φ(u, v) = (sinu cos v, sinu sin v, cosu).

(ii). Teorema de mai sus a�rm  c , dac  submult
,
imea M a lui Rn poate �

parametrizat  corespunz tor prin intermediul unei aplicaµii de�nit  pe o mulµime
deschis  a lui Rk pe M , atunci M este o k-varietate neted .

Definiµia 2.4.4. Fie φ : U → Rn o aplicaµie de clas  C1 de�nit  pe o
submult

,
ime deschis  U a lui Rk(k ≦ n). Atunci, aplicaµia φ se nume³te regulat 

dac  matricea derivat  φ′(u) are rang maxim k, pentru �ecare u ∈ U .

Conform urm toarei teoreme, o submult
,
ime M a lui Rn este o k-varietate

neted  dac  este, local, imaginea unei aplicaµii de clas  C1 obis
,
nuite, de�nit  pe o

submulµime deschis  a lui Rk.

Teorema 2.4.5. Fie M o submult
,
ime a lui Rn. Se presupune c , dat �ind

p ∈ M , exist  o mulµime deschis  U ⊂ Rk(k < n) s
,
i o aplicaµie de clas  C1

obis
,
nuit  φ : U → Rn astfel încât p ∈ φ(U), cu φ (U ′) submulµime deschis  a lui

M pentru �ecare mulµime deschis  U ′ ⊂ U . Atunci M este o k-varietate neted .

Observaµia 2.4.6. (i). A�rmat
,
ia c  φ (U ′) este o submult

,
ime deschis  a lui

M înseamn  c  exist  o mult
,
ime deschis  W ′ în Rn astfel încât W ′ ∩M = φ (U ′).

Ipoteza c  φ (U ′) este deschis  în M , pentru �ecare submult
,
ime deschis  U ′ de U

s
,
i nu doar pentru U în sine, este necesar  dac  urmeaz  concluzia c  M este o
k-varietate. C  acest lucru este adev rat poate � v zut luând în considerare "o
cifr  s

,
ase în plan" - des

,
i nu este o 1-varietate, în mod evident, exist  o aplicaµie

injectiv  φ : (0, 1) → R2 care are ca imegine "cifra s
,
ase".

(ii). În notat
,
ia de mai sus, aplicaµia

Φ = g ◦ π :W ′ → U ′

este o invers  (local ) de clas  C1 alui φ; adic , Φ este o aplicaµie de clas  C1 pe
submult

,
imea deschis  W ′ a lui Rn s

,
i Φ(x) = φ−1(x) pentru x ∈ W

⋂
M . Acest

fapt va � folosit în demonstrarea Teoremei 2.4.9 de mai jos.

Definiµia 2.4.7. Dac  M este o k-varietate neted , iar φ : U → M satisface
ipotezele teoremei 2.4.5, atunci aplicaµia φ se numes

,
te pachet de coordonate pentru

M dac  este injectiv ; adic , un pachet de coordonate pentru M este o aplicaµie de
clas  C1 injectiv  φ : U → Rn, de�nit  pe o submulµime deschis  a lui Rk, astfel
încât φ (U ′) este o submult

,
ime deschis  în M , pentru �ecare submult

,
ime deschis 

U ′ din U .
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Observaµia 2.4.8. (i). �Gra�cele locale� ale peticelor, pe care ne-am bazat
de�nit

,
ia unei variet t

,
i, produc pachete de coordonate dup  cum urmeaz : dac  M

este o k-varietate neted  în Rn s
,
i W este o mult

,
ime deschis  astfel încât W ∩M

este gra�cul unei aplicaµii de clas  C1 f : U → Rn−k
(
U ⊂ Rk

)
, atunci aplicaµia

φ : U → Rn de�nit  de φ(u) = (u, f(u)) este un pachet de coordonate pentru M ;
se veri�c  simplu acest fapt.

(ii). Fiecare varietate neted  M posed  nenum rate de pachete de coordonate.
În special, �ecare punct al lui M se a�  în imaginea unui pachet de coordonate,
deci exist  o familie {φα}α∈Λ de pachete de coordonate pentru M astfel încât

M =
⋃
α∈Λ

φα (Uα) ,

Uα �ind domeniul de de�nit
,
ie al lui φα. O astfel de colect

,
ie de pachete de coordo-

nate se numes
,
te atlas pentru M .

Cea mai important  proprietate a pachetelor de coordonate este aceea c  "se
suprapun diferent

,
iabil", în sensul urm toarei teoreme.

Teorema 2.4.9. Fie M o k-varietate neted  în Rn s
,
i �e φ1 : U1 → M s

,
i

φ2 : U2 → M dou  pachete de coordonate cu φ1 (U1) ∩ φ2 (U2) nevid . Atunci
aplicaµia

φ−1
1 ◦ φ2 : φ−1

2 (φ1 (U1) ∩ φ2 (U2)) → φ−1
1 (φ1 (U1) ∩ φ2 (U2))

este de clas  C1.

Observaµia 2.4.10. Fie {φ}i∈Λ un atlas pentru k-varietatea neted  M ⊂ Rn
s
,
i

Tij := φ−1
i ◦ φj : φ−1

j (φi (Ui) ∩ φj (Uj)) → φ−1
i (φi (Ui) ∩ φj (Uj)) ,

dac  φi (Ui) ∩ φj (Uj) este nevid . Atunci Tij este o aplicaµie de clas  C1, din
teorema de mai sus s

,
i are ca invers  de clas  C1 pe Tji. Din regula lanµului rezult 

c  (
detT ′

ji (Tij(x))
) (

detT ′
ij(x)

)
= 1,

deci detT ′
ij(x) ̸= 0 pe domeniul de de�niµie al lui Tij .

Definiµia 2.4.11. k-varietatea neted  M se numes
,
te orientabil  dac  exist 

un atlas {φi} pentru M astfel încât �ecare dintre aplicaµiile de �schimbare a coor-
donatelor� Tij de�nite mai sus are determinantul jacobian pozitiv,

detTij > 0,

pe domeniul s u de de�niµie. Perechea (M, {φi}) se va numi k-varietate orientat .

Observaµia 2.4.12. Nu orice varietate poate � orientat . Exemplul clasic
de varietate neorientabil  este banda Möbius, ce poate � construit  prin lipirea
capetelor unei benzi lungi de hârtie dup  ce aceasta s-a r sucit pe jum tate. Ori-
entabilitatea este foarte important  la integrarea pe variet t

,
i.

Definiµia 2.4.13. O k-celul  neted  din k-varietatea neted  M ⊂ Rn este
imaginea A a unei aplicaµii φ : Ik →M care se extinde la un pachet de coordonate
pentru M (de�nit pe o mulµime deschis  din Rk care cont

,
ine Ik). Dac  M este

orientat , se spune c  k-celula A este orientat  (pozitiv fat
,
  de orientarea lui M)

dac  acest pachet de coordonate p streaz  orientarea.
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(ii). O k-celul  orientat  în k-varietatea neted  orientat  M ⊂ Rn este o
pereche (A,φ), unde φ : Ik →M este o aplicaµie de clas  C1, care se extinde la un
pachet de coordonate care p streaz  orientarea s

,
i A = φ

(
Ik
)
.

(iii). Fat
,
a a (i, ε)-a a lui A, Ai,ε, este imaginea prin φ a fet

,
ei a (i, ε)-a a lui Ik,

anume Ai,ε = φ
(
Ik−1
i,ε

)
. Astfel Ai,ε este imaginea lui Ik−1 prin funcµia

φi,ε = φ ◦ li,ε : Ik−1 → Rn.

Definiµia 2.4.14. Fie R o regiune compact  (închiderea unei submult
,
imi de-

schise) în k-varietatea neted  M ⊂ Rn. Prin celulat
,
ie orientat  a lui R se înt

,
elege

o colect
,
ie K = {A1, . . . , Ap} de k-celule peM care îndeplinesc urm toarele condit

,
ii:

(a) R =
⋃p
r=1Ar.

(b) Pentru �ecare r s
,
i s, intersect

,
ia Ar ∩ As este �e vid , �e este reuniunea

uneia sau mai multor fet
,
e comune ale lui Ar s, i As.

(c) Dac  B este o fat
,
  (k− 1)-dimensional  a lui Ar, atunci �e Ar este singura

k-celul  a lui K având B ca fat
,
 , sau exist  exact o alt  k-celul  As având s

,
i B ca

fat
,
 . În primul caz B se numes

,
te o fat

,
  frontier ; în cel lalt caz B se nume³te faµ 

interioar .
(d) Dac  B este o fat

,
  interioar , cu Ar s, i As cele dou  k-celule ale lui K având

B ca fat
,
 , atunci Ar s, i As induc orient ri opuse pe B.

(e) Frontiera ∂R a lui R (ca submult
,
ime a lui M ) este uniunea tuturor fet

,
elor

frontier  ale k-celulelor lui K. ??erechea (R,K) se numes
,
te regiune celulat  orien-

tat  în M .

2.5. Variet µi "cu bord"

Definiµia 2.5.1. O k-varietate-cu-bord neted  orientat  compact  este o regiune
compact  V într-o k-varietate orientat  M ⊂ Rn, astfel încât frontiera sa ∂V este
o (k − 1)-varietate neted  (compact ).

Exemplul 2.5.2. (i). Bila unitate Bn este o n-varietate-cu-bord compact .
(ii). "Bila elipsoidal "

E =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≦ 1

}
este o 3-varietate-cu-bord compact , la fel ca s

,
i torul solid obt

,
inut prin rotirea în

jurul axei z a discului (y − a)2 + z2 ≦ b2 în planul yOz.
(iii). Emisfera x2 + y2 + z2 = 1, z ≧ 0 este o 2-varietate-cu-bord compact , la

fel ca s
,
i "inelul" a2 ≦ x2 + y2 ≦ b2.

Observaµia 2.5.3. Dac  V este o k-varietate-cu-bord neted  orientat  com-
pact  cont

,
inut  în k-varietatea neted  orientat  M ⊂ Rn, atunci frontiera sa ∂V

este o (k − 1)-varietate orientabil ; orientarea pozitiv  a lui ∂V este de�nit  dup 
cum urmeaz : pentru oricare p ∈ ∂V , exist  o patch de coordonate Φ : U → M
astfel încât

(i) p ∈ Φ(U),
(ii) Φ−1(∂V ) ⊂ Rk s

,
i

(iii) Φ−1(int V ) este cont
,
inut în semi-spat

,
iul deschis xk > 0 al Rk.

Alegem Φ s  �e un "patch" de coordonate care p streaz  orientarea pentru M
dac  k este par, s

,
i un patch de coordonate care inverseaz  orientarea pentruM dac 

k este impar. Existent
,
a unui astfel de "patch" de coordonate poate � dovedit .
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Dac  Φ este un astfel de "patch" de coordonate pentruM , atunci φ = Φ|U∩Rk−1

este un "patch" de coordonate pentru (k−1)-varietatea ∂V (frontiera lui V ). Dac 
Φ1, . . . ,Φm este o colect

,
ie de astfel de "patch"-uri de coordonate pentru M , ale

c ror imagini acoper  ∂V , atunci restrict
,
iile lor φ1, . . . , φm pân  la Rk−1 formeaz 

un atlas pentru ∂V . Deoarece faptul c  Φi s, i Φj se suprapun pozitiv (deoarece �e
ambele p streaz  orientarea, �e ambele inverseaz  orientarea) implic  faptul c  φi
s
,
i φj se suprapun pozitiv, acest atlas {φi} este o orientare pentru ∂V . Este (prin
de�nit

,
ie) orientarea pozitiv  a lui ∂V .

2.6. k-forme diferenµiale ³i formula lui Stokes

Definiµia 2.6.1. Fie (Rn)k = Rn × · · · × Rn ( k factori) s
,
i �e funct

,
ia

M : (Rn)k → R.

M este o funct
,
ie de�nit  pe k-tuple de vectori din Rn,M

(
a1, . . . ,ak

)
∈ R dac 

a1, . . ., ak sunt vectori în Rn. Astfel putem considera M ca o funct
,
ie de k variabile

vectoriale.
(i). Funct

,
ia M se numes

,
te k-multiliniar  (sau doar multiliniar ) dac  este

liniar  în �ecare dintre aceste variabile separat, i.e.

M
(
a1, . . . , xa+ yb, . . . ,ak

)
= xM

(
a1, . . . ,a, . . . ,ak

)
+ yM

(
a1, . . . ,b, . . . ,ak

)
.

(ii). Funct
,
ia k-multiliniar  M se numes

,
te alternat  dac 

M
(
a1, . . . ,ak

)
= 0,

dac  exist  o pereche de vectori ar = as pentru r ̸= s.
(iii). O form  k-diferential  α, de�nit  pe multimea U ⊂ Rn, este o aplicaµie

care asociaz  în �ecare punct x ∈ U o funcµie k-multiliniar  alternat  α(x) = αx

pe Rn, i.e.
α : U → Λk (Rn) ,

unde Λk (Rn) este mult
,
imea tuturor funct

,
iilor k-multiliniare alternate pe Rn. De-

oarece se poate dovedi c  �ecare funct
,
ie k-multiliniar  alternat  pe Rn este o

combinat
,
ie liniar  (unic ) a "multidiferent

,
ialelor" dxi, rezult  c  α(x) poate �

scris  sub forma

(1) α(x) =
∑
[i]

ai(x)dxi

unde, ca de obicei, [i] denot  însumarea tuturor k-tuplurilor i = (i1, . . . , ik) cu
1 ≦ ir ≦ n, iar �ecare ai este o funct

,
ie cu valori reale pe U . Forma k-diferential  α

se nume³te continu  (sau de clas  C1, etc.) cu condiµia ca �ecare dintre funcµiile
componente ai s  �e continu  (sau de clas  C1 etc.).

(iv). Dac  α este o k-form  diferent
,
ial  de clas  C1 pe Rn s

,
i φ : Q→ Rn este

o suprafat
,
  k-dimensional  de clas  C1, atunci integrala lui α pe φ este de�nit  de

(2.6.1)
∫
φ

α =

∫
Q

αφ(u) (D1φ(u), . . . , Dkφ(u)) du1 · · · duk.

Deoarece derivatele part
,
iale D1φ, . . . ,Dkφ sunt vectori în Rn, partea dreapt 

a lui (2.6.1) este integrala �obis
,
nuit � a unei funct

,
ii continue cu valori reale pe

intervalul k-dimensional Q ⊂ Rk.

Avem trei versiuni pentru formula lui Stokes:
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Teorema 2.6.2. Fie (A,φ) o k-celul  orientat  în k-varietatea orientat  M ⊂
Rn s

,
i �e α o (k−1)-form  diferenµial  de clas  C1 care este de�nit  pe o submult

,
ime

deschis  din Rn care conµine A. Atunci∫
A

dα =

∫
∂A

α.

Teorema 2.6.3. Fie (R,K) o regiune celulat  orientat  într-o k-varietate net-
ed  orientat  din Rn. Dac  α este o (k− 1)-form  diferenµial  de clas  C1 de�nit 
pe o submult

,
ime deschis  din Rn care conµine R, atunci∫

R

dα =

∫
∂R

α.

Teorema 2.6.4. Fie V o k-varietate-cu-bord neted  orientat  compact  într-
o k-varietate orientat  M ⊂ Rn. Dac  ∂V are orientarea pozitiv , iar α este o
(k − 1)-form  diferenµial  de clas  C1 de�nit  pe o submult

,
ime deschis  din Rn

care conµine V , atunci ∫
V

dα =

∫
∂V

α.

2.7. Aplicaµia "arie"

Definiµia 2.7.1. (i). Un "patch" (petic) de suprafat
,
  k-dimensional  în Rn

este o aplicaµie de clas  C1 F : Q → Rn, unde Q este un interval k-dimensional
(sau paralelipiped dreptunghiular) în Rk, care este injectiv  pe interiorul lui Q.

(ii). Aria k-dimensional  a(F ) a "patch"-ului de suprafat
,
  k-dimensional 

F : Q→ Rn este

(2.7.1) a(F ) =

∫
Q

[
detF ′(u)tF ′(u)

]1/2
du.

Exemplul 2.7.2. Se vor considera suprafet
,
e bidimensionale în Rn. Fie φ : Q→

Rn un petec de suprafat
,
  bidimensional , unde Q este un dreptunghi în planul uOv.

Atunci

(φ′)
t
φ′ =

 ∂φ1

∂u
· · · ∂φn

∂u
∂φ1

∂v
· · · ∂φn

∂v




∂φ1

∂u

∂φ1

∂v
...

...
∂φn
∂u

∂φn
∂v

 =

 ∂φ

∂u
· ∂φ
∂u

∂φ

∂u
· ∂φ
∂v

∂φ

∂v
· ∂φ
∂u

∂φ

∂v
· ∂φ
∂v

 .

Ecuaµia (2.7.1) implic 

(2.7.2) a(φ) =

∫∫
Q

(
EG− F 2

)1/2
dudv,

unde

E =
∂φ

∂u
· ∂φ
∂u

, F =
∂φ

∂u
· ∂φ
∂v
, G =

∂φ

∂v
· ∂φ
∂v
.

Dac  A este o matrice n×k s
,
i i = (i1, . . . , ik), atunci prin Ai s-a notat matricea

k × k al c rui rând al r-lea este al ir-lea rând al lui A. Dac  aplic m faptul c 
detAt ·A =

∑
[i](detAi)

2 (formula Binet-Cauchy) pentru ecuaµia (2.7.1), obt
,
inem

(2.7.3) a(F ) =

∫
Q

∑
[i]

(detFi)
2

1/2

,
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unde notat
,
ia [i] înseamn  (ca de obicei) însumarea tuturor k-tuplurilor cresc toare

i = (i1, . . . , ik) s, i F ′
i este matricea k × k al c rei al r-lea rând este al ir-lea rând al

matricei derivate F ′ = (∂Fi/∂uj). Cu notat
,
ia pentru determinantul jacobian

detF ′
i =

∂ (Fi1 , . . . , Fik)

∂ (u1, . . . , uk)
,

ecuaµia (2.7.3) devine

(2.7.4) a(F ) =

∫
Q

∑
[i]

(
∂ (Fi1 , . . . , Fik)

∂ (u1, . . . , uk)

)2
1/2

du1 · · · duk.

Alternativ, se poate explica notat
,
ia [i] ca �ind însumarea peste toate subma-

tricele k × k ale matricei derivate n× k F ′.
În cazul k = 2, n = 3 al unui petic de suprafat

,
  2-dimensional F în R3, dat de

x = F1(u, v), y = F2(u, v), z = F3(u, v),

ecuaµia (2.7.4) se reduce la

(2.7.5) a(F ) =

∫∫
Q

[(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2
]1/2

dudv.

Exemplul 2.7.3. Consider m gra�cul în Rn al unei funct
,
ii de clas  C1 f :

Q→ R, unde Q este un interval în Rn−1. Acest gra�c este imaginea în Rn a zonei
de suprafat

,
  F : Q→ Rn de�nit  de

F (x1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xn−1, f (x1), . . . , xn−1)) ∈ Rn.
Matricea derivat  a lui F este

F ′ =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
0 0 · · · 1
∂f
∂x1

∂f
∂x2

· · · ∂f
∂xn−1


Se va aplica (2.7.4) pentru a calcula a(F ). Pentru început,

(2.7.6)
∂ (F1, . . . , Fn−1)

∂ (x1, . . . , xn−1)
= 1.

Dac  i < n, atunci
∂(F1,...,F̂i,...,Fn)
∂(x1,...,xn−1)

este determinantul matricei (n−1)× (n−1)

Ai care este obt, inut  din F ′ prin s
,
tergerea celui de al i-lea rând al s u. Elementele

coloanei i a lui Ai sunt toate zero, cu except
,
ia ultimului, care este ∂f/∂xi. Deoarece

cofactorul ∂f/∂xi în Ai este matricea identitate (n − 2) × (n − 2), explicitarea cu
minori de-a lungul celei de a i-a coloane din Ai d 

(2.7.7)
∂
(
F1, . . . , F̂i, . . . , Fn

)
∂ (x1, . . . , xn−1)

= detAi = (−1)n−1 + i
∂f

∂xi
,

pentru i < n. Substituind (2.7.6) ³i (2.7.7) în (2.7.4) d 

(2.7.8) a(F ) =

∫
Q

[
1 +

(
∂f

∂x1

)2

+ · · ·+
(

∂f

∂xn−1

)2
]1/2

=

∫
Q

[
1 + |∇f |2

]1/2
.



CAPITOLUL 3

Complemente de analiz  funcµional 

Anumite probleme tipice de calcul variat
,
ional duc la luarea în considerare a

spat
,
iilor de funct

,
ii cum ar � spat

,
iul vectorial C0[a, b] al tuturor funct

,
iilor continue

de�nite pe intervalul [a, b], sau C1[a, b], spaµiul funct
,
iilor diferent

,
iabile cu derivat 

continu  de�nite pe intervalul [a, b]. Se va de�ni o norm  pe C0[a, b], norma "supre-
mum", dar ³i o norm  pe C1[a, b] (ca suma dintre norma "supremum" a funcµiei
dar ³i a derivatei pe [a, b]), numit  tot "supremum". Dup  cum se va vedea în
sect

,
iunea �nal , acest lucru va face posibil  studierea funct

,
iilor reale de�nite pe

C1[a, b] prin metodele calculului diferent
,
ial. Se studiaz  convergenµa simpl  ³i uni-

form  a ³irurilor de funcµii ³i se obµin rezultatele cu privire la "transferul" propri-
et µilor de continuitate respectiv derivabilitate cu ajutorul convergenµei uniforme.
Aceasta va permite deducerea completitudinii atât a lui C0[a, b] dar ³i a lui C1[a, b]
relativ la normele "supremum" corespunz toare.

Se discut  conceptele de liniaritate ³i continuitate pentru funcµiile de la un
spat

,
iu vectorial normat la altul. Se ³tie c  �ecare aplicaµie liniar  între spat

,
iile

euclidiene este continu ; totu³i, pentru aplicaµiile între spat
,
ii vectoriale normate cu

dimensiuni in�nite, liniaritatea nu implic , în general, continuitatea.
De�nit

,
ia diferent

,
iabilit t

,
ii, pentru aplicaµiile pe spat

,
ii vectoriale normate, este

aceeas
,
i cu de�nit

,
ia de pe spat

,
ii euclidiene, cu except

,
ia faptului c  trebuie explicit

precizat ca aplicaµia liniar  de aproximare s  �e continu . În cazul dimensiunilor �-
nite, E = Rn, F = Rm, matriceam×n asociat  diferenµialei într-un punct în bazele
canonice ale lui Rn ³i Rm, este chiar jacobiana Jf (x). Aici se vor studia aplicaµiile
între spat

,
ii de dimensiune in�nit , ale c ror diferent

,
iale nu sunt reprezentabile prin

matrice, astfel încât derivatele nu vor � disponibile.
În capitolul urm tor se va studia problema minimiz rii (sau maximiz rii) unei

funct
,
ii diferent

,
iabile cu valori reale f : E → R, de�nit  pe o submult

,
ime M a

spat
,
iului vectorial normat E. Pentru a formula rezultatul care va juca rolul pe care

îl are Teorema lui Fermat în problemele de maxim-minim �nit dimensionale, este
nevoie de conceptul de mult

,
ime tangent . Mult

,
imea tangent  TMx a luiM în punc-

tul x ∈M este mult
,
imea tuturor vectorilor vitez  în x ai drumurilor diferent

,
iabile

din M care trec prin x. Tot în capitolul urm tor este nevoie de "Teorema funcµi-
ilor implicite" pentru aplicaµii de�nite pe spat

,
ii vectoriale normate complete. Atât

enunµul, cât s
,
i demonstrat

,
ia sa, în acest context mai general, sunt în esent

,
  aceleas

,
i

cu cele ale "Teoremei funcµiilor implicite" din cazul �nit dimensional; pentru a o
enunt

,
a, sunt de�nite întâi derivatele part

,
iale ale unei aplicaµii diferent

,
iabile care

este de�nit  pe produsul a dou  spat
,
ii vectoriale normate E s

,
i F .

Sursele bibliogra�ce utilizate sunt [1], [2].
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3.1. Spaµii vectoriale normate ³i uniform convergenµ 

Definiµia 3.1.1. O norm  pe spat
,
iul vectorial V este o funct

,
ie cu valoare real 

x→ |x| pe V care îndeplines
,
te urm toarele condit

,
ii:

(N1). |x| > 0 if x ̸= 0;
(N2). |ax| = |a||x|;
(N3). |x+ y| ≦ |x|+ |y|,
pentru oricare x, y ∈ V ³i a ∈ R.

Observaµia 3.1.2. Norma |x| a vectorului x ∈ V poate � considerat  lungimea
sau �m rimea� acestuia. De asemenea, cum x, y ∈ V , norma |x − y| a lui x − y
poate � considerat  �distant

,
a� de la x la y.

Exemplul 3.1.3. Se ³tie c  pe Rn, �ecare din aplicaµiile urm toare este o
norm :

|x|0 = max (|x1| , . . . , |xn|) (norma "supremum"),
|x|1 = |x1|+ · · ·+ |xn| (norma 1),

|x|2 =
(
x1

2 + · · ·+ xn
2
)1/2

(norma euclidian ),

unde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Faptul c  | · |0 ³i | · |1 sunt norme pe Rn este simplu
de veri�cat, pe când veri�carea condiµiei (N3) pentru | · |2 necesit  inegalitatea
Cauchy-Schwarz.

Definiµia 3.1.4. Dou  norme | · |1 ³i | · |1 pe spat
,
iul vectorial V se spune c 

sunt echivalente dac  exist  numere pozitive a s
,
i b astfel încât

a|x|1 ≦ |x|2 ≦ b|x|1, ∀x ∈ V.

Observaµia 3.1.5. Este foarte simplu s  se veri�ce c  aceast  relat
,
ie între

normele pe V este o relat
,
ie de echivalent

,
  (în special axioma de tranzitivitate:

dac  normele | · |1 ³i | · |2 pe V sunt echivalente s
,
i, de asemenea, | · |2 ³i | · |3 sunt

echivalente, apoi rezult  c  | · |1 ³i | · |3 sunt norme echivalente pe V ).

Propoziµia 3.1.6. Oricare dou  norme pe Rn sunt echivalente.

Demonstraµie. Se va ar ta c  orice norm  continu  | · | pe Rn (adic  |x| este
o funct

,
ie continu  de x) este echivalent  cu norma euclidian  | · |2. Din moment

ce | · | este continu  pe sfera unitar 

Sn−1 := {x ∈ Rn : |x|2 = 1} ,

exist  m, M > 0 cu

m|y|2 = m ≦ |y| ≦M =M |y|2, ∀y ∈ Sn−1.

Pentru x ∈ Rn, se alege a > 0 cu x = ay, y ∈ Sn−1. Inegalitatea de mai sus
d 

ma|y|2 ≦ a|y| ≦Ma|y|2,
deci

m|x|2 ≦ |x| ≦M |x|2,
a³a cum se dorea. □

Observaµia 3.1.7. (i). În special, norma "supremum" s
,
i norma 1 sunt ambele

echivalente cu norma euclidian , deoarece ambele sunt în mod evident continue.
(ii). Se poate deduce simplu c  oricare norm  pe Rn este continu .
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(iii). Normele echivalente pe spat
,
iul vectorial V dau nas

,
tere la not

,
iuni echiva-

lente de convergent
,
  secvent

,
ial  în V . Se spune c  s

,
irul {xn}n≥1 de puncte de V

converge c tre x ∈ V în raport cu norma | · | dac  s
,
i numai dac 

lim
n→0

|xn − x| = 0.

Rezult  imediat din de�niµii

Lema 3.1.8. Fie | · |1 s
,
i | · |2 norme echivalente în spat

,
iul vectorial V . Atunci

³irul {xn}n≥1 ⊂ V converge c tre x ∈ V în raport cu norma | · |1 dac  s
,
i numai

dac  converge c tre x în raport cu norma | · |2.

Exemplul 3.1.9. Fie V spat
,
iul vectorial al tuturor funct

,
iilor continue cu valori

reale de�nite pe intervalul închis [a, b], cu operat
,
iile în spat

,
iu vectorial de�nite de

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x), (aφ)(x) = aφ(x),

cu φ,ψ ∈ V ³i a ∈ R.
Se pot de�ni diverse norme pe V , analog cu cele trei norme pe Rn, prin

∥φ∥0 = maxx∈[a,b] |φ(x)| (the sup norm)
∥φ∥1 =

∫ b
a
|φ(x)|dx (the 1-norm)

∥φ∥2 =
(∫ b

a
|φ(x)|2dx

)1/2
(the 2-norm).

Este o chestiune elementar  a ar ta c  ∥ · ∥0 s
,
i ∥ · ∥1 sunt într-adev r norme

pentru V , în timp ce veri�carea c  ∥ · ∥2 satisface inegalitatea triunghiului necesit 
inegalitatea Cauchy-Schwarz în forma integral . Se va nota cu C0[a, b] spat

,
iul

vectorial normat V cu norma ∥ · ∥0.
Nicio pereche dintre cele trei norme de mai sus nu sunt echivalente. De exemplu,

pentru a ar ta c  ∥ · ∥0 s, i ∥ · ∥1 nu sunt echivalente, se ia în considerare ³irul {φn}n≥1

al elementelor lui V de�nite de

φn(x) =

{
1− nx dac  x ∈

[
0, 1

n

]
,

0 dac  x ∈
[
1
n , 1
]

³i �e φ0(x) = 0 pentru x ∈ [0, 1] (aici [a, b] = [0, 1]). Este clar c  {φn}n≥1 converge
la φ0 relativ la norma ∥ · ∥1 deoarece

∥φn − φ0∥1 =

∫ 1

0

|φn(x)− φ0(x)| dx =
1

2n
→ 0.

Oricum {φn}n≥1 nu converge la φ0 relativ la norma ∥ · ∥0 deoarece

∥φn − φ0∥0 = ∥φn∥0 = 1,

pentru oricare n. Va rezulta din Lema 3.1.8 c  normele ∥ · ∥0 ³i ∥ · ∥1 nu sunt
echivalente.

În continuare vrem s  demonstr m c  C0[a, b], cu norma sup, este complet.

Definiµia 3.1.10. Spat
,
iul vectorial normat V se numes

,
te complet dac  �ecare

s
,
ir Cauchy de elemente a lui V converge c tre un element al lui V . La fel ca în Rn,
³irul {xn}n≥1 ⊂ V este numit ³ir Cauchy dac : pentru oricare ε > 0, exist  N ∈ N
astfel încât

m,n ≧ N ⇒ |xm − xn| < ε.

Aceste de�nit
,
ii sunt strâns legate de urm toarele propriet t

,
i ale ³irurilor de

funct
,
ii.
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Definiµia 3.1.11. Fie {fn}n≥1 un ³ir de funct
,
ii cu valori reale, �ecare de�nit 

pe mult
,
imea S. Atunci

(i). {fn}n≥1 se numes
,
te ³ir uniform Cauchy (de funct

,
ii pe S) dac , pentru

oricare ε > 0, exist  N ∈ N astfel încât

m,n ≧ N ⇒ |fm(x)− fn(x)| < ε, ∀x ∈ S.

(ii). {fn}n≥1 converge uniform la funcµia f : S → R dac , pentru oricare ε > 0,
exist  N ∈ N cu proprietatea c 

n ≧ N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε, ∀x ∈ S.

Exemplul 3.1.12. Se consider  s
,
irul {fn}n≥1, unde fn : [0, 1] → R este funct

,
ia

al c rei gra�c este prezentat în Figura 3.1.1. Apoi limn→∞ fn(x) = 0 pentru �ecare
x ∈ [0, 1]. �irul {fn}n≥1 nu converge uniform c tre limita sa punctual  f(x) ≡ 0,
deoarece ∥fn∥ = 1 pentru �ecare n (în norma supremum).

Figura 3.1.1. Gra�cul lui fn

Exemplul 3.1.13. Fie fn(x) = xn on [0, 1]. Atunci

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =

{
0 if x < 1
1 if x = 1

,

deci funct
,
ia limit  punctual  nu este continu . Din Teorema 3.1.15 (ce se va da

mai jos) rezult  c  s
,
irul {fn} nu converge uniform c tre f .

Observaµia 3.1.14. Comparând de�nit
,
iile de mai sus, concluzion m c  un ³ir

Cauchy în C0[a, b] este pur s
,
i simplu un ³ir uniform Cauchy de funct

,
ii continue pe

[a, b] s
,
i c  ³irul {φn}n≥1 ⊂ C0[a, b] converge în raport cu norma supremum c tre

φ ∈ C0[a, b] dac  s
,
i numai dac  converge uniform c tre φ. Prin urmare, pentru a

demonstra c  C0[a, b] este complet, se va ar ta c  �ecare s
,
ir uniform Cauchy de

funct
,
ii continue pe [a, b] converge uniform c tre o funct

,
ie continu  pe [a, b]. Primul

pas este demonstrarea c , dac  un ³ir de funct
,
ii continue converge uniform, atunci

funct
,
ia limit  este continu .

Teorema 3.1.15. Fie S ⊂ Rk. Fie {fn}n≥1 un ³ir de funct
,
ii continue cu valori

reale pe S. Dac  {fn}n≥1 converge uniform c tre funct
,
ia f : S → R, atunci f este

continu .



3.1. SPA�II VECTORIALE NORMATE �I UNIFORM CONVERGEN�� 41

Demonstraµie. Cum ε > 0, se alegeN su�cient de mare încât |fN (x)− f(x)| <
ε/3 pentru tot

,
i x ∈ S (din convergenµa uniform ). Apoi, cum x0 ∈ S, se alege δ > 0

astfel încât
x ∈ S, |x− x0| < δ ⇒ |fN (x)− fN (x0)| <

ε

3
,

(din continuitatea lui fN în x0). Dac  x ∈ S ³i |x− x0| < δ, atunci rezult 

|f(x)− f (x0)| ≦ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

deci f este continu  în x0. □

Corolarul 3.1.16. C0[a, b] este complet.

Demonstraµie. Fie {φn}n≥1 un ³ir Cauchy de elemente ale lui C0[a, b], adic 
un ³ir uniform Cauchy de funct

,
ii continue cu valori reale de�nite pe [a, b]. Cum

ε > 0, se alege N astfel încât

m,n ≧ N ⇒ ∥φm − φn∥ <
ε

2
(norma supremum).

Apoi, |φm(x)− φn(x)| < ε/2 pentru �ecare x ∈ [a, b]. Prin urmare, {φn(x)}n≥1

este un ³ir Cauchy de numere reale s
,
i, prin urmare, converge c tre un num r real

φ(x). R mâne de ar tat c  ³irul de funct
,
ii {φn} converge uniform c tre φ; dac 

da, Teorema 3.1.15 va implica atunci c  φ ∈ C0[a, b].
A�rm m c  n ≧ N (acelas

,
i N ca mai sus, n �x) implic  faptul c 

|φ(x)− φn(x)| < ε for all x ∈ [a, b].

Pentru aceasta, se alege m ≧ N su�cient de mare (depinzând de x ) cu
|φ(x)− φm(x)| < ε/2. Rezult 

|φ(x)− φn(x)| ≦ |φ(x)− φm(x)|+ |φm(x)− φn(x)|

<
ε

2
+ ∥φm − φn∥

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Cum x ∈ [a, b] a fost arbitrar, rezult  c  ∥φn − φ∥ < ε. □

Exemplul 3.1.17. Fie C1[a, b] spat
,
iul vectorial al tuturor funct

,
iilor cu valori

reale, derivabile cu derivate continue pe [a, b], cu operat
,
iile lui C0[a, b], dar cu �C-

norma� de�nit  de

∥φ∥ = max
x∈[a,b]

|φ(x)|+ max
x∈[a,b]

|φ′(x)| , φ ∈ C1[a, b].

Se veri�c  simplu c  aceasta de�nes
,
te o norm  pe C1[a, b] (analog cu demonstraµia

de la norma supremum).

În continuare va trebui s  s
,
tim c  spat

,
iul vectorial normat C1[a, b] este complet.

Pentru a demonstra acest lucru, avem nevoie de un rezultat privind derivarea limitei
uniforme a unui ³ir de funct

,
ii din C1[a, b]. S  presupunem c  s

,
irul {fn}n≥1 converge

(la punct) c tre f s
,
i c  s

,
irul derivatelor {f ′n}n≥1 converge c tre g. Am dori s  s

,
tim

dac  f ′ = g. Adic  ne întreb m dac 

f ′ = D
(
lim
n→∞

fn

)
?
= lim
n→∞

(Dfn) = g,
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o problem  de �interschimb de limite�. Urm toarea teorem  a�rm  c  acest schimb
de limite este valabil, cu condit

,
ia ca convergent

,
a s

,
irului de derivate s  �e ³i ea

uniform .

Teorema 3.1.18. Fie {fn}n≥1 un ³ir de funct
,
ii C1[a, b], convergând (într-un

singur punct) la f . S  presupunem c  {f ′n}n≥1 converge uniform c tre o funct
,
ie g.

Atunci {fn}n≥1 converge uniform c tre f , iar f este derivabil , cu f ′ = g.

Demonstraµie. Din Teorema Leibniz-Newton

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a

f ′n,

pentru �ecare n s
,
i �ecare x ∈ [a, b]. Din aceasta s

,
i din integrarea termen cu termen

a unui ³ir uniform convergent de funct
,
ii continue) se obt

,
ine

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

fn(a) + lim
n→∞

∫ x

a

f ′n,

f(x) = f(a) +

∫ x

a

g.

O alt  aplicare a teoremei fundamentale d  f ′ = g.
Pentru a deduce c  {fn}n≥1 converge uniform la f , se observ 

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f ′n −
∫ x

a

g

∣∣∣∣+ |fn(a)− f(a)|

≦
∫ x

a

|f ′n − g|+ |fn(a)− f(a)|

≦ (b− a) ∥f ′n − g∥0 + |fn(a)− f(a)| .
Convergent

,
a uniform  a s

,
irului {fn}n≥1 rezult  as

,
adar din aceea a s

,
irului

{f ′n}n≥1. □

Corolarul 3.1.19. C1[a, b] este complet.

Demonstraµie. Fie {φn}n≥1 ³ir Cauchy de elemente din C1[a, b]. Cum

max
x∈[a,b]

|φm(x)− φn(x)| ≦ ∥φm − φn∥
(
C1-norm

)
se vede c  {φn}n≥1 este un ³ir uniform Cauchy de funct

,
ii continue. Din Corolarul

3.1.16 rezult  c  {φn}n≥1 converge uniform c tre o funct
,
ie continu  φ : [a, b] → R.

În mod similar,

max
x∈[a,b]

|φ′
m(x)− φ′

n(x)| ≦ ∥φm − φn∥ -norma-
(
C1
)
,

deci rezult , în acelas
,
i mod din Corolarul 3.1.16, c  {φn′}n≥1 converge uniform la o

funct
,
ie continu  ψ : [a, b] → R. Acum Teorema 1.4 implic  c  φ este diferent

,
iabil 

cu φ′ = ψ, deci φ ∈ C1[a, b]. Dar

max
x∈[a,b]

|φn(x)− φ(x)| = ∥φn − φ∥0 ,

max
x∈[a,b]

|φ′
n(x)− φ′(x)| = ∥φ′

n − φ′∥0 ,

convergent
,
a uniform  a ³irurilor {φn}n≥1 s, i {φn′}n≥1 implic  faptul c  ³irul {φn}n≥1

converge c tre φ în raport cu C1-norma lui C1[a, b]. Astfel, �ecare s
,
ir Cauchy din

C1[a, b] este convergent. □
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Exemplul 3.1.20. Fie C1 ([a, b],Rn) spat
,
iul vectorial al tuturor drumurilor de

clas  C1 din Rn (aplicaµii φ : [a, b] → Rn, de clas  C1), cu norma

∥φ∥ = |φ|0 + |φ′|0 ,
unde | · |0 este norma supremum pe Rn.

Apoi rezult , dintr-o aplicare pe coordonate a Corolarului 3.1.19, c  spat
,
iul

vectorial normat C1 ([a, b],Rn) este complet.

3.2. Funcµionale liniare continue pe spaµii normate

În aceast  sect
,
iune se discut  conceptele de liniaritate ³i continuitate pentru

funcµiile de la un spat
,
iu vectorial normat la altul.

Definiµia 3.2.1. Fie E s
,
i F spat

,
ii vectoriale. Aplicaµia φ : E → F se numes

,
te

liniar  dac 
φ(ax+ by) = aφ(x) + bφ(y), ∀x, y ∈ E, a, b ∈ R.

Exemplul 3.2.2. Funct
,
ionala I : C0[a, b] → R, de�nit  pe spat

,
iul vectorial al

tuturor funct
,
iilor continue de pe [a, b] prin

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx,

este în mod clar liniar  de la C0[a, b] la R.
Pentru spat

,
iile vectoriale normate E s

,
i F , se poate vorbi de limite (pentru

funcµii de la E la F ):

Definiµia 3.2.3. Se consider  aplicaµia f : E → F s
,
i x0 ∈ E.

(i). se spune c 
lim
x→x0

f(x) = L ∈ F

dac , dat ε > 0, exist  δ > 0 astfel încât

0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε.

(ii). Aplicaµia f este continu  la x0 ∈ E dac 

lim
x→x0

f(x) = f (x0) .

Observaµia 3.2.4. Se ³tie c  �ecare aplicaµie liniar  între spat
,
iile euclidiene

este continu ; totu³i, pentru aplicaµiile între spat
,
ii vectoriale normate cu dimensiuni

in�nite, liniaritatea nu implic , în general, continuitate.

Exemplul 3.2.5. Fie V = C0[0, 1] spat
,
iul vectorial al tuturor funct

,
iilor con-

tinue cu valori reale de�nite pe [0, 1]. Fie E1 spaµiul normat V cu norma ∥ · ∥1 s, i �e
E0 spaµiul normat V cu norma ∥ · ∥0. Se consider  operatorul identitate λ : V → V
ca funcµie de la E1 la E0,

λ : E1 → E0.

Se pune întrebarea dac  λ este continuu în 0 ∈ E1 (funct
,
ia constant  zero pe

[0, 1]). Dac  ar �, atunci, dat ε > 0, ar exista δ > 0 astfel încât

∥φ∥1 < δ ⇒ ∥φ∥0 < ε

Din Sect
,
iunea anterioar  rezult  c , pentru δ > 0, exist  o funct

,
ie φ : [0, 1]

→ R, astfel încât
∥φ∥1 < δ, ∥φ∥0 = 1.

Rezult  c  λ : E1 → E0 nu este continuu în 0 ∈ E1.
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Urm toarea teorem  ofer  un criteriu pentru continuitatea funcµionalelor liniare.

Teorema 3.2.6. Fie L : E → F un operator liniar, unde E s
,
i F sunt spat

,
ii

vectoriale normate. Atunci urm toarele trei condit
,
ii pentru L sunt echivalente:

(a) Exist  un num r c > 0 astfel încât |L(v)| ≦ C|v| pentru toµi v ∈ E.
(b) L este continuu (peste tot).
(c) L este continuu în 0 ∈ E.

Demonstraµie. "(a)⇒(b)". Se presupune c  (a) este adev rat . Cum x0 ∈ E
s
,
i ε > 0,

|x− x0| <
ε

c
⇒ |L(x)− L (x0)| = |L (x− x0)|

≦ c |x− x0|
< ε,

deci rezult  implicaµia dorit .
"(a)⇒(b)" este trivial .
"(c)⇒(a)". Se presupune c  L este continuu în 0 s

,
i se alege δ > 0 astfel încât

|x| ≦ δ implic  |L(x)| < 1. Apoi, pentru v ̸= 0 ∈ E, rezult  c 

|L(v)| = L

(
|v|
δ

· δ
|v|
v

)
=

|v|
δ
L

(
δ

|v|
v

) (
se consider  x =

δ

|v|
v

)
<

1

δ
|v|,

deci se poate lua c = 1/δ. □

Exemplul 3.2.7. Fie E0 s
,
i E1 spat

,
iile vectoriale normate din Exemplul 3.2.5,

dar de data aceasta se va considera operatorul identitate pe spat
,
iul lor vectorial

comun V ca o aplicaµie liniar  de la E0 la E1,

µ : E0 → E1.

Cum

∥φ∥1 =

∫ 1

0

|φ(t)|dt ≦ max
t∈[0,1]

|φ(t)| = ∥φ∥0,

din Teorema 3.2.6 (cu c = 1 ) rezult  c  µ este continuu.

Observaµia 3.2.8. Astfel, inversul unei operator liniar continuu ³i bijectiv
de�nit pe un spat

,
iu vectorial normat cu valori în altul nu este obigatoriu s  �e

continuu.

Definiµia 3.2.9. Fie L : E → F operator liniar care este injectiv, cât s
,
i

surjectiv (adic  L(E) = F ). L se va numi izomor�sm (al spat
,
iilor vectoriale

normate E ³i F ) dac  s
,
i numai dac  atât L cât s

,
i L−1 sunt continue.

Exemplul 3.2.10. Fie A,B : [a, b] → Rn drumuri continue în Rn s
,
i se consider 

funct
,
ionala liniar 

L : C1 ([a, b],Rn) → R,
de�nit  prin

L(φ) =

∫ b

a

[A(t) · φ(t) +B(t) · φ′(t)] dt,



3.3. DIFEREN�IABILITATE PE SPA�II VECTORIALE NORMATE 45

unde punctul indic  produsul scalar euclidian pe Rn. Din inegalitatea Cauchy-
Schwarz

|L(φ)| =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

[A(t) · φ(t) +B(t) · φ′(t)] dt

∣∣∣∣∣
≦
∫ b

a

(|A(t)||φ(t)|+ |B(t)| |φ′(t)|) dt

≦ (b− a) (∥A∥0 + ∥B∥0) ∥φ∥1
deci, cu Teorema 3.2.6 (cu c = (b− a) (∥A∥0 + ∥B∥0)), L este continuu.

3.3. Diferenµiabilitate pe spaµii vectoriale normate

Suntem în m sur  s  discut m diferent
,
iabilitatea funcµiilor pe spat

,
ii vectoriale

normate. De�nit
,
ia diferent

,
iabilit t

,
ii, pentru aplicaµiile pe spat

,
ii vectoriale normate,

este aceeas
,
i cu de�nit

,
ia de pe spat

,
ii euclidiene, cu except

,
ia faptului c  trebuie

explicit ca aplicaµia liniar  de aproximare s  �e continu .

Definiµia 3.3.1. Aplicaµia f : E → F (E ³i F spaµii normate) este diferent
,
iabil 

în x ∈ E dac  s
,
i numai dac  exist  un operator liniar ³i continuu L : E → F astfel

încât

(1) lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− L(h)

|h|
= 0.

Observaµia 3.3.2. (i). Operatorul liniar ³i continuu L, dac  exist , este unic.
(ii). Se veri�c  us

,
or c  un operator liniar L care satisface de�niµia anterioar 

este continuu în 0 dac  s
,
i numai dac  f este continuu în orice x ∈ E.

(iii). Dac  f : E → F este diferent
,
iabil  în x ∈ E, atunci operatorul liniar

continuu din de�niµia anterioar  se numes
,
te diferent

,
iala lui f în x s

,
i se noteaz  cu

dfx : E → F .
(iv). În cazul dimensiunilor �nite, E = Rn, F = Rm, matricea m× n asociat 

lui dfx în bazele canonice ale lui Rn ³i Rm, este chiar jacobiana Jf (x). În aceast 
lucrare sunt studiate în principal aplicaµiile între spat

,
ii cu dimensiuni in�nite, ale

c ror diferent
,
iale nu sunt reprezentabile prin matrice, astfel încât derivatele nu vor

� disponibile.

Exemplul 3.3.3. Dac  f : E → F operator liniar continuu, atunci

f(x+ h)− f(x)− f(h)

|h|
= 0, x, h ∈ E, h ̸= 0,

deci f diferenµiabil  în x, cu dfx = f . Deci, un operator liniar continuu este propria
sa diferenµial  (în orice punct x ∈ E).

Exemplul 3.3.4. Se va da un calcul mai put
,
in trivial al unei diferenµiale. Fie

g : R → R o funct
,
ie de clas  C2. Se de�ne³te

f : C0[a, b] → C0[a, b], f(φ) = g ◦ φ.
Se va deduce c  f este diferent

,
iabil  s

,
i se va calcula diferent

,
a sa.

Dac  f este diferent
,
iabil  în φ ∈ C0[a, b], atunci dfφ(h) ar trebui s  �e partea

liniar  (în h ∈ C0[a, b]
)
din f(φ+ h)− f(φ). Pentru a investiga aceast  diferent

,
 ,

se consider  dezvoltarea în serie Taylor de gradul doi a lui g în φ(t) :

g(φ(t) + h(t))− g(φ(t)) = g′(φ(t))h(t) +R(h)(t),
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unde

(3.3.1) R(h)(t) =
1

2
g′′(ξ(t))(h(t))2,

pentru ξ(t) între φ(t) s
,
i φ(t) + h(t). Apoi

f(φ+ h)− f(φ) = L(h) +R(h),

unde L(h) ∈ C0[a, b] este de�nit de

L(h)(t) = g′(φ(t))h(t).

Este clar c  L : C0[a, b] → C0[a, b] este operator liniar continuu, deci pentru a
demonstra c  f este diferent

,
iabil  în φ cu dfφ = L, este su�cient a deduce c 

lim
h→0

R(h)

∥h∥0
= 0.

Deoarece g este o funct
,
ie de clas  C2, exist M > 0 astfel încât |g′′(ξ(t))| < 2M

când ∥h∥0 este su�cient de mic (din m rginirea derivatei a doua, cu Teorema lui
Weierstrass de m rginire a funcµiilor continue de�nite pe compacte). Apoi rezult 
din (3.3.1) c 

(3.3.2)
|R(h)(t)|
∥h∥0

<
M |h(t)|2

∥h∥0
≦M∥h |0,

s
,
i aceasta implic  (3.3.2). Astfel diferent

,
a dfφ : C0[a, b] → C0[a, b] a lui f la φ este

de�nit  de

dfφ(h)(t) = g′(φ(t))h(t).

"Regula lant
,
ului" pentru aplicaµiile de�nite pe spat

,
ii vectoriale normate ia

forma as
,
teptat :

Teorema 3.3.5. Fie U s
,
i V submult

,
imi deschise ale spat

,
iilor vectoriale nor-

mate E s
,
i respectiv F . Dac  aplicaµiilr f : U → F s

,
i g : V → G (G �ind un al

treilea spat
,
iu vectorial normat) sunt diferent

,
iabile în x ∈ U s

,
i, respectiv, f(x) ∈ V ,

atunci compunerea lor h = g ◦ f este diferentiabila în x, ³i

dhx = dgf(x) ◦ dfx.

Demonstraµia este identic  cu cea a "regulii lant
,
ului" pe cazul �nit dimensiunal

s
,
i nu se va repeta.

Exist  un caz în care derivatele (mai degrab  decât diferent
,
ialele) sunt impor-

tante:

Definiµia 3.3.6. Fie φ : R → E un drum în spat
,
iul vectorial normat E. Limita

φ′(t) = lim
h→0

φ(t+ h)− φ(t)

h
∈ E,

dac  exist , este derivata sau vectorul vitez  al lui φ în t.

Observaµia 3.3.7. Se veri�c  cu us
,
urint

,
  c  φ′(t) exist  dac  s

,
i numai dac  φ

este diferent
,
iabil  în t, caz în care dφt(h) = φ′(t)h (din nou, la fel ca în cazul �nit

dimensional).
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În urm torul capitol se va studia problema minimiz rii (sau maximiz rii) unei
funct

,
ii diferent

,
iabile cu valori reale f : E → R de�nit  pe o submult

,
ime M a

spat
,
iului vectorial normat E. Pentru a formula rezultatul care va juca rolul pe care

îl are Teorema lui Fermat în problemele de maxim-minim �nit dimensionale, este
nevoie de conceptul de mult

,
ime tangent .

Definiµia 3.3.8. Se consider  o submult
,
imeM a spat

,
iului vectorial normat E.

Mult
,
imea tangent  TMx a lui M în punctul x ∈ M este mult

,
imea tuturor acelor

vectori v ∈ E, pentru care exist  un drum diferent
,
iabil φ : R →M ⊂ E astfel încât

φ(0) = x s
,
i φ′(0) = v.

Observaµia 3.3.9. TMx este pur s
,
i simplu mult

,
imea tuturor vectorilor vitez 

în x ai drumurilor diferent
,
iabile din M care trec prin x.

Urm toarea teorem  ofer  o condit
,
ie necesar  pentru maximele locale sau min-

imele locale (se va da doar pentru minime).

Teorema 3.3.10. Fie funct
,
ia f : E → R diferent

,
iabil  în punctul x al submult

,
imii

M a spat
,
iului vectorial normat E. Dac  f(v) ≧ f(x) pentru tot

,
i v ∈ M su�cient

de aproape de x, atunci

dfx|TMx
= 0,

i.e. dfx(v) = 0 pentru tot
,
i v ∈ TMx.

Demonstraµie. Pentru v ∈ TMx, �e φ : R → M un drum diferent
,
iabil în

E astfel încât φ(0) = x s
,
i φ′(0) = v. Atunci compunerea g = f ◦ φ : R → R are

un minim local în 0, deci, cu Teorema lui Fermat, g′(0) = 0. Prin urmare, regula
lant

,
ului d 

0 = g′(0) = dg0(1) = dfφ(0) (dφ0(1))

= dfx (φ
′(0)) ,

0 = dfx(v)

as
,
a cum se dores

,
te. □

3.4. "Teorema funcµiilor implicite" pe spat
,
ii vectoriale normate

complete

În capitolul urm tor vom avea nevoie de "Teorema funcµiilor implicite" pen-
tru aplicaµii de�nite pe spat

,
ii vectoriale normate complete. Atât enunµul, cât s

,
i

demonstrat
,
ia sa, în acest context mai general, sunt în esent

,
  aceleas

,
i cu cele ale

"Teoremei funcµiilor implicite" din cazul �nit dimensional.
Pentru a o enunt

,
a, trebuie de�nite derivatele part

,
iale ale unei aplicaµii diferent

,
iabile

care este de�nit  pe produsul a dou  spat
,
ii vectoriale normate E s

,
i F .

Observaµia 3.4.1. Fie dou  spat
,
ii vectoriale normate E s

,
i F .

Produsul cartezian E × F este organizat ca spat
,
iu vectorial prin de�nirea op-

eraµiilor:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ³i a(x, y) = (ax, ay).

Dac  ∥ · ∥E s
,
i ∥ · ∥F sunt normele pe E s

,
i, respectiv, F , atunci se va de�ni

|(x, y)| = max (|x|E , |y|F ) ,
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care de�nes
,
te o norm  pe E×F , iar E×F este complet  dac  atât E cât s

,
i F sunt

complete (lucru ³tiut). De exemplu, dac  E = F = R cu norma euclidian , atunci
aceast  de�nit

,
ie d  norma supremum pe R×R = R2 (as se vedea Exemplul 3.1.3).

Dac  aplicaµia
f : E × F → G

este diferenµiabil  în punctul (a, b) ∈ E × F , rezult  simplu c  ³i aplicaµiile

φ : E → G s
,
i ψ : F → G,

de�nite de
φ(x) = f(x, b) s

,
i ψ(y) = f(a, y),

sunt diferent
,
iabile în a ∈ E s

,
i, respectiv, b ∈ F . Atunci dxf(a,b) s

,
i dyf(a,b),

diferent
,
ialele part

,
iale ale lui f în (a, b), în raport cu x ∈ E respectiv y ∈ F sunt

de�nite de
dxf(a,b) = dφa s

,
i dyf(a,b) = dψb.

Astfel, dxf(a,b) este diferenµiala aplicaµiei E → G obt
,
inut  din f : E × F → G

�xând y = b s
,
i dyf(a,b) se obt, ine în mod similar �xând x. Acest lucru generalizeaz 

de�nit
,
ia derivatelor part

,
iale ale unei aplicaµii de la Rm+n = Rm × Rn la Rk.

Cu aceast  notat
,
ie s

,
i terminologie, enunt

,
ul "Teoremei funcµiilor implicite" este:

Teorema 3.4.2 ("Teorema funcµiilor implicite"). Fie f : E×F → G o aplicaµie
de clas  C1, unde E,F s

,
i G sunt spat

,
ii vectoriale normate complete. S  presupunem

c  f(a, b) = 0 s
,
i c 

dyf(a,b) : F → G

este un izomor�sm. Atunci exist  o vecin tate U a lui a în E, o vecin tate W a lui
(a, b) în E×F s

,
i o aplicaµie C1 φ : U → F astfel încât s  �e adev rat  urm toarea:

dac  (x, y) ∈W s
,
i x ∈ U , atunci f(x, y) = 0 dac  s

,
i numai dac  y = φ(x).

Observaµia 3.4.3. (i). Enunµul de mai sus se refer  la aplicaµii de clas  C1 de
la un spat

,
iu vectorial normat la altul, de�nindu-se doar cele diferent

,
iabile. Aplicaµia

g : E → F de�nit  pe spat
,
iil vectoriale normate se numes

,
te de clas  C1, dac  este

diferent
,
iabil  s

,
i dgx(v) este o funct

,
ie continu  în variabila (x, v) , adic  aplicaµia

(x, y) → dgx(v) de la E × E la F este continu .
(ii). Demonstrat

,
ia "Teoremei funcµiilor implicite" pe spat

,
ii vectoriale normate

complete este în esent
,
  aceeas

,
i cu demonstrat

,
ia ei în cazul �nit dimensional (unde

s-a aplicat "Teorema de inversare local "). În particular, rezult  c  "Teorema de
inversare local " pentru spat

,
ii vectoriale normate complete este analoag  "Teoremei

de inversare local " pe cazul �nit dimensional (cu except
,
ia faptului c  spat

,
iul euclid-

ian Rn este înlocuit cu un spat
,
iu vectorial normat complet E, dar folosind ³i "Prin-

cipiul contract
,
iei"; singura proprietate a lui Rn care a fost folosit  în demonstrat

,
ia

"Principiului contract
,
iei", este c  este spaµiu complet.



CAPITOLUL 4

Calcul variat
,
ional

Calculul variat
,
ional trateaz  o anumit  clas  de probleme maxim-minim, care

au în comun faptul c  �ecare dintre ele este asociat  cu un anumit fel de ex-
presie integral . În prima secµiune se discut  un prim cel mai elemenar exem-
plu de problem  de calcul variaµional. În Sect

,
iunea 4.2 se va ar ta c , dac 

φ ∈ C1[a, b] maximizeaz  (sau minimizeaz ) funct
,
ia F : C1[a, b] → R de�nit 

de F (ψ) =
∫ b
a
f (ψ(t), ψ′(t), t) dt, cu condit

,
iile φ(a) = α s

,
i φ(b) = β, atunci φ sat-

isface ecuat
,
ia Euler-Lagrange ∂f

∂x (φ(t), φ
′(t), t) − d

dt
∂f
∂y (φ(t), φ

′(t), t) = 0. Demon-
straµia acestui lucru va implica o versiune generalizat  a tehnicii familiare de �setare
derivat  egal  cu zero s

,
i apoi determinarea necunoscutei�. Este discutat  ³i prob-

lema "brahistocronei" ³i cea a unor geodezice.
În Sect

,
iunea 4.3 se discut  as

,
a-numita �problema izoperimetric �, în care se

dores
,
te maximizarea sau minimizarea aplicaµiei mai sus amintite F , supus  condiµi-

ilor ψ(a) = α,ψ(b) = β ³i "leg turilor" G(ψ) =
∫ b
a
g (ψ(t), ψ′(t), t) dt = c. Aici f s

,
i

g sunt funct
,
ii de clas  C2 pe R3; se va deduce c , dac  φ ∈ C1[a, b] este o solut

,
ie

pentru aceast  problem , atunci exist  un num r λ ∈ R astfel încât φ satisface
ecuat

,
ia Euler-Lagrange ∂h

∂x (φ(t), φ
′(t), t) − d

dt
∂h
∂y (φ(t), φ

′(t), t) = 0, pentru funcµia
h : R3 → R de�nit  prin h(x, y, t) = f(x, y, t) − λg(x, y, t). Contextul seam n 
cu problemele de extreme cu leg turi standard, iar demonstrarea ei va implica o
generalizare a metodei multiplicatorilor Lagrange care a fost folosit  acolo. Pentru
aceste metode generale maxim-minim, se vor utiliza metodele de �calcul în spat

,
ii

vectoriale normate� din capitolul anterior.
În ultima sect

,
iune se discut  pe scurt probleme analoge celor din secµiunile ante-

rioare asociate cu o integral  multipl  al c rei integrand este o funct
,
ie �necunoscut �

de mai multe variabile. Pentru f : R2n+1 → R, se caut  maximizarea sau mini-

mizarea unei funct
,
ii F (ψ) =

∫
D
f
(
x1, . . . , xn, ψ (x1, . . . , xn) ,

∂ψ
∂x1

, . . . , ∂ψ∂xn

)
dx, cu

ψ : D → R funct
,
ie de clas  C1 egal  cu o funct

,
ie �x  dat  ψ0 : D → R pe frontiera

∂D a lui D. Aplicaµia F se poate rescrie F (ψ) =
∫
D
f(x, ψ(x),∇ψ(x))dx, unde

∇ψ(x) este vectorul gradient ∇ψ(x) = (D1ψ(x), . . . , Dnψ(x)). Aici se vor utiliza
numeroase concepte ³i rezultate din capitolul al doilea (conceptul de varietate, vari-
etate compact  cu bord, suprafaµ  k-dimensioanl  în Rn ³i aria sa, sau formula lui
Stokes). Este discutat  ³i problema suprafeµelor minimale ³i a membranei vibrante.

Sursa bibliogra�c  utilizat  este [2].

4.1. Preliminarii

Cel mai simplu exemplu de problem  de calcul variaµional este urm torul: se
consider  f : R3 → R o funcµie de clas  C2 ³i se noteaz  prin C1[a, b] mulµimea
tuturor funcµiilor de clas  C1 de�nite pe intervalul [a, b]. Pentru ψ ∈ C1[a, b], se

49
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de�ne³te F (ψ) ∈ R prin

F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt(∗).

Atunci F este o funcµie din C1[a, b]. Problema este atunci s  g sim acel element
φ ∈ C1[a, b], dac  exist , la care funct

,
ia F : C1[a, b] → R îs

,
i atinge valoarea maxim 

(sau minim ), cu condit
,
ia ca φ s  aib  valorile φ(a) = α ³i φ(b) = β la capetele lui

[a, b].
De exemplu, dac  vrem s  g sim funct

,
ia de clas  C1 ψ : [a, b] → R al c rei

gra�c x = ψ(t) (în planul t − x, a se vedea Figura 4.1.1) une³te punctele (a, α) ³i
(b, β) s

,
i are lungime minim , atunci dorim s  minimiz m funct

,
ia F : C1[a, b] → R

de�nit  prin

F (ψ) =

∫ b

a

[
1 + (ψ′(t))

2
]1/2

dt.

Aici funcµia f : R3 → R este de�nit  prin f(x, y, t) =
√

1 + y2.
A se nota c  în problema de mai sus �necunoscuta� este o funct

,
ie φ ∈ C1[a, b],

mai degrab  decât un punct în Rn (ca în probleme maxim-minim elementare).
Spaµiul de funcµii C1[a, b], este, ca ³i Rn, un spat

,
iu vectorial, des

,
i unul in�nit-

dimensional. Scopul acestui studiu este de a generaliza în mod corespunz tor
metodele �nite-dimensionale cunoscute pentru calculul diferenµial clasic, astfel încât
s  trateze unele dintre problemele standard ale calculului variat

,
ional.

Figura 4.1.1. Funcµia (de clas  C1) ψ : [a, b] → R al c rei gra�c
une³te (a, α) ³i (b, β) ³i are lungime minim 

4.2. Cea mai simpl  problem  variaµional 

Sunt acum puse bazele pentru a discuta prima problem  ment
,
ionat  în intro-

ducerea acestui capitol:
� se d  f : R3 → R;
� se caut  s  se minimiz m (sau maximizeze) funct

,
ia F : C1[a, b] → R de�nit 

de

(4.2.1) F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,
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� printre acele funct
,
ii ψ ∈ C1[a, b] astfel încât ψ(a) = α s

,
i ψ(b) = β (unde α s

,
i

β sunt numere reale �xate).
Se consider  M submult

,
imea lui C1[a, b] constând din acele funct

,
ii ψ care

îndeplinesc condit
,
iile ψ(a) = α s

,
i ψ(b) = β. Atunci suntem interesat

,
i de extremele

locale ale F pe submult
,
imea M . Daca F este diferentiabil  în φ ∈M , iar F|M are

un extrem local în φ, atunci Teorema 3.3.10 d 

(4.2.2) dFφ|TMφ
= 0.

Vom spune c  funct
,
ia φ ∈ M este un punct extremal pentru F pe M dac 

îndeplines
,
te condit

,
ia necesar  (4.2.2). Nu vom lua în considerare aici problema

di�cil  a g sirii unor condit
,
ii su�ciente în care un punct extremal produce de fapt

un extrem local.
Pentru a putea stabili dac  o funct

,
ie dat  φ ∈M este sau nu un punct extremal

pentru F pe M , adic  dac  (sau nu) nu dFφ|TMφ
= 0, trebuie (în condit

,
ii adecvate

pe f) s  calcul m explicit diferent
,
iala dFφ a lui F în φ s

,
i trebuie s  determin m

exact care este mult
,
imea tangent  TMφ a lui M în φ.

Ultima problem  este destul de us
,
oar . Mai întâi se alege un element �x φ0 ∈

M . Apoi, având în vedere orice φ ∈ M , diferent
,
a φ − φ0 este un element al

subspat
,
iului

C1
0 [a, b] =

{
ψ ∈ C1[a, b] : ψ(a) = ψ(b) = 0

}
al lui C1[a, b], constând din acele funct

,
ii C1 pe [a, b] care sunt nule în ambele

puncte �nale. În schimb, dac  ψ ∈ C1
0 [a, b], atunci clar φ0 + ψ ∈ M . Astfel M

este un hiperplan în C1[a, b], s
,
i anume translat

,
ia cu φ0 a subspat

,
iului C1

0 [a, b]. Dar
mult

,
imea tangent  a unui hiperplan este, în �ecare punct, pur s

,
i simplu subspat

,
iul

a c rui translat
,
ie este. Prin urmare

(3) TMφ = C1
0 [a, b]

pentru �ecare φ ∈M .
Urm toarea teorem  ofer  calculul lui dFφ.

Teorema 4.2.1. Fie F : C1[a, b] → R de�nit prin (4.2.1), cu f : R3 → R
funct

,
ie de clas  C2. Atunci F este diferent

,
iabil  cu

(4.2.3) dFφ(h) =

∫ b

a

[
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)h(t) +

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)h′(t)

]
dt,

pentru oricare φ, h ∈ C1[a, b].
În utilizarea notat

,
iei derivatei part

,
iale din partea dreapt  a lui (4.2.3), se gân-

de³te la (x, y, t) ∈ R3.

Demonstraµie. Dac  F este diferent
,
iabil  în φ ∈ C1[a, b], atunci dFφ(h) ar

trebui s  �e partea liniar  (în h ) a lui F (φ+h)−F (φ). Pentru a investiga aceast 
diferent

,
 , not m dezvoltarea Taylor de gradul doi a lui f în punctul (φ(t), φ′(t), t) ∈

R3:

f (φ(t) + h(t), φ′(t) + h′(t), t)− f (φ(t), φ′(t), t)(4.2.4)

=
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)h(t) +

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)h′(t) + r(h(t)),(4.2.5)

unde

r(h(t)) =
1

2!

[
∂2f

∂x2
(ξ(t))(h(t))2 + 2

∂2f

∂x∂y
(ξ(t))h(t)h′(t) +

∂2f

∂y2
(ξ(t)) (h′(t))

2
]
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pentru un anumit punct ξ(t) al segmentului de dreapt  în R3 de la (φ(t), φ′(t), t)
la (φ(t) + h(t), φ′(t) + h′(t), t). Dac  B este o bil  în R3 care cont

,
ine în interiorul

ei imaginea drumului t → (φ(t), φ′(t), t) , t ∈ [a, b] s
,
i M este maximul valorilor

absolute ale derivatelor part
,
iale de ordinul doi ale lui f în puncte din B, atunci

rezult  cu us
,
urint

,
  c 

(4.2.6) |r(h(t))| ≦ M

2
(|h(t)|+ |h′(t)|)2 ,

pentru tot
,
i t ∈ [a, b], dac  ∥h∥0 este su�cient de mic.

Din (4.2.4) se obt
,
ine

F (φ+ h)− F (φ) = L(h) +R(h),

L(h) =

∫ b

a

[
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)h(t) +

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)h′(t)

]
dt,

R(h) =

∫ b

v

r(h(t))dt.

Pentru a demonstra c  F este diferent
,
iabil  în φ cu dFφ = L dup  cum se

dores
,
te, este su�cient s  conchidem c  L : C1[a, b] → R este o funct

,
ie liniar 

continu  (prin Exemplul 3.2.10) ³i apoi s  se arate c 

(4.2.7) lim
∥h∥1→0

|R(h)|
∥h∥1

= 0.

Dar din (4.2.6) rezult  imediat c 

|R(h)| ≦
∫ b

a

|r(h(t))|dt ≦
∫ b

a

M

2
(2∥h∥1)2 dt = 2M(b− a) (∥h∥1)2 ,

iar aceasta implic  (4.2.7). □

În ceea ce prives
,
te condit

,
ia (4.2.2), este de interes valoarea lui dFφ(h) când

h ∈ TMφ = C1
0 [a, b].

Corolarul 4.2.2. Se presupune, pe lâng  ipotezele Teoremei 4.2.1, c  φ este
o funct

,
ie C2 s

,
i c  h ∈ C1

0 [a, b]. Atunci

(4.2.8) dFφ(h) =

∫ b

a

[
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
h(t)dt.

Demonstraµie. Dac  φ este o funct
,
ie C2 pe [a, b], atunci

[a, b] ∋ t→ ∂f/∂y (φ(t), φ′(t), t)

este o funct
,
ie de clas  C1. Integrând prin p rt

,
i, rezult ∫ b

a

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)h′(t)dt

=

[
∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)h(t)

]b
a

−
∫ b

a

d

dt

(
df

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

)
h(t)dt

= −
∫ b

a

d

dt

(
∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

)
h(t)dt

deoarece h(a) = h(b) = 0. Astfel formula (4.2.8) reiese din formula (4.2.3) în acest
caz. □
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Observaµia 4.2.3. Acest corolar arat  c  funct
,
ia de clas  C2 φ ∈ M este un

punct extremal pentru F pe M dac  s
,
i numai dac 

(4.2.9)
∫ b

a

[
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
h(t)dt = 0,

pentru �ecare funct
,
ie h de clas  C1 pe [a, b] astfel încât h(a) = h(b) = 0.

Urm toarea lem  veri�c  presupunerea natural  c  (4.2.9) poate � valabil 
pentru astfel de funcµii h numai dac  funct

,
ia dintre paranteze în (4.2.9) se anuleaz 

pe [a, b].

Lema 4.2.4. Dac  φ : [a, b] → R este o funct
,
ie continu  astfel încât∫ b

a

φ(t)h(t)dt = 0

pentru �ecare h ∈ C1
0 [a, b], atunci φ este identic zero pe [a, b].

Demonstraµie. Se presupune c  φ (t0) ̸= 0 pentru unele t0 ∈ [a, b]. Apoi,
prin continuitate, φ este diferit de zero pe un interval care cont

,
ine t0, s  zicem,

φ(t) > 0 pentru t ∈ [t1, t2] ⊂ [a, b]. Dac  h este de�nit pe [a, b] prin

h(t) =

{
(t− t1)

2
(t− t2)

2
, dac  t ∈ [t1, t2] ,

0, altfel,

atunci h ∈ C1
0 [a, b] s, i∫ b

a

φ(t)h(t)dt =

∫ t2

t1

φ(t) (t− t1)
2
(t− t2)

2
dt > 0,

deoarece integrandul este pozitiv cu except
,
ia punctelor �nale t1 s, i t2 (Figura 4.2.1).

Aceast  contradict
,
ie demonstreaz  c  φ ≡ 0 pe [a, b].

Condit
,
ia fundamental  de necesitate pentru extremali, ecuat

,
ia Euler-Lagrange,

decurge imediat din Corolarul 4.2.2 s
,
i Lema 4.2.4. □

Figura 4.2.1. Gra�cul lui h

Teorema 4.2.5. Fie F : C1[a, b] → R de�nit prin (1), cu f : R3 → R �ind
o funct

,
ie C2. Atunci funct

,
ia C2 φ ∈ M este un punct extremal pentru F pe

M =
{
ψ ∈ C1[a, b] : ψ(a) = α s

,
i ψ(b) = β} dac  s

,
i numai dac 

(10)
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t) = 0
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pentru oricare t ∈ [a, b].

Observaµia 4.2.6. (i). Ecuat
,
ia (10) este ecuat

,
ia Euler-Lagrange pentru ex-

trema φ; este de fapt o ecuat
,
ie diferent

,
ial  de ordinul doi (obis

,
nuit ) în φ, deoarece

regula lant
,
ului d 

d

dt

∂f

∂y
=

∂2f

∂x∂y
φ′ +

∂2f

∂y2
φ′′ +

∂2f

∂t∂y
,

unde derivatele part
,
iale ale lui f sunt evaluate în (φ(t), φ′(t), t) ∈ R3.

(ii). Ipoteza din Teorema 4.2.5 c  punctul extremal φ este o funct
,
ie de clas  C2

(mai degrab  decât doar de clas  C1) este de fapt inutil . În primul rând, dac  φ
este un punct extremal care se presupune c  este doar C1, atunci, printr-o analiz 
mai atent , se poate demonstra c  ∂f/∂y (φ(t), φ′(t), t) este o funct

,
ie derivabil  (de

t) care satisface ecuat
,
ia Euler-Lagrange. În al doilea rând, dac  φ este un punct

extremal de clas  C1 astfel încât

∂2f

∂x∂y
(φ(t), φ′(t), t) ̸= 0,

pentru tot
,
i t ∈ [a, b], atunci se poate demonstra c  φ este, de fapt, o funct

,
ie C2.

Nu se va considera acest caz, deoarece Teorema 4.2.5, as
,
a cum a fost ment

,
ionat ,

cu ipoteza suplimentar  c  φ este C2, va � su�cient  în continuare.

Ilustram aplicaµiile ecuaµiei Euler-Lagrange cu doua prime exemple standard.

Exemplul 4.2.7. Se consider  un caz special al problemei de a g si drumul de
lungime minim  care unes

,
te punctele (a, α) s

,
i (b, β) în planul t−x. S  presupunem

în special c  φ : [a, b] → R este o funct
,
ie C2 cu φ(a) = α s

,
i φ(b) = β al c rui gra�c

are lungime minim , în comparat
,
ie cu gra�cele tuturor celorlalte astfel de funct

,
ii.

Atunci φ este un punct extremal (supus condit
,
iilor punctului �nal) al funct

,
iei

F (ψ) =

∫ b

a

[
1 + (ψ′(t))

2
]1/2

dt,

a c rui funcµie integrand este

f(x, y, t) =
(
1 + y2

)1/2
.

Deoarece ∂f/∂x = 0 s
,
i ∂f/∂y = y/

(
1 + y2

)1/2
, ecuat

,
ia Euler-Lagrange pentru

φ este prin urmare
d

dt

φ′[
1 + (φ′)

2
]1/2 = 0,

care la calcul se reduce la
φ′′(

1 + (φ′)
2
)3/2 = 0.

Prin urmare, φ′′ = 0 pe [a, b], deci φ este o funct
,
ie liniar  pe [a, b], iar gra�cul

s u este (dup  cum era de as
,
teptat) segment de linie dreapt  de la (a, α) la (b, β).

Exemplul 4.2.8. Se dore³te minimizarea ariei unei suprafet
,
e de revolut

,
ie. S 

presupunem în special c  φ : [a, b] → R este o funct
,
ie C2 cu φ(a) = α s

,
i φ(b) = β,

astfel încât suprafat
,
a obt

,
inut  prin rotirea curbei x = φ(t) în jurul axei t are o
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suprafat
,
  minim , în comparat

,
ie cu toate celelalte suprafet

,
e de revolut

,
ie obt

,
inute

în acest mod (supus  condiµiilor �nale). Atunci φ este un punct extremal al funct
,
iei

F (ψ) =

∫ b

a

2πψ(t)
[
1 + (ψ′(t))

2
]1/2

dt

a c rui integrand este

f(x, y, t) = 2πx
(
1 + y2

)1/2
.

Aici
∂f

∂x
= 2π

(
1 + y2

)1/2
s
,
i

∂f

∂x
=

2πxy

(1 + y2)
1/2

Dup  înlocuirea x = φ(t), y = φ′(t) în ecuat
,
ia Euler-Lagrange s

,
i simpli�când,

obt
,
inem

∂f

∂x
− d

dt

∂f

∂y
= 2π

1 + (φ′)
2 − φφ′′[

1 + (φ′)
2
]3/2 .

Rezult  c 
φ[

1 + (φ′)
2
]1/2 = c (constant )

(prin diferent
,
ierea acestei din urm  ecuat

,
ii), sau

φ′ =

(
φ2 − c2

c2

)1/2

.

Solut
,
ia general  a acestei ecuat

,
ii de ordinul întâi este

(4.2.10) φ(t) = c cosh
t+ d

c
,

unde d este o a doua constant . Astfel curba x = φ(t) este o catenar  (Figura
4.2.2) care trece prin punctele date (a, α) s

,
i (b, β).

Figura 4.2.2. Curba x = φ(t)

Se poate demonstra c , dac  b − a este su�cient de mare în comparat
,
ie cu α

s
,
i β, atunci nicio catenar  de forma (4.2.10) nu trece prin punctele date (a, α) s

,
i

(b, β), deci în acest caz nu va exista un punct extremal neted.
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Cele de mai sus subliniaz  faptul c  ecuat
,
ia Euler-Lagrange ofer  doar o condit

,
ie

necesar  ca o funct
,
ie dat  φ s  maximizeze sau s  minimizeze funct

,
ia integral  dat 

F . Se poate întâmpla �e s  nu existe extreme (solut
,
ii ale ecuat

,
iei Euler-Lagrange

care s  satisfac  condit
,
iile punctului �nal), �e ca un extremal dat s  nu maximizeze

sau s  minimizeze F (la fel ca un punct critic al unei funct
,
ii pe Rn nu trebuie s 

furnizeze un maxim sau un minim).

Observaµia 4.2.9. Toat  discut
,
ia de pân  acum poate � generalizat  de la

cazul cu valori reale la cazul cu valori vectoriale, care se obt
,
ine prin înlocuirea

spat
,
iului C1[a, b] al funct

,
iilor cu valori reale cu spat

,
iul C1 ([a, b],Rn) format cu C1-

drumuri în Rn. Demonstrat
,
iile sunt toate în esent

,
  aceleas

,
i, în afar  de înlocuirea

notat
,
iei vectoriale cu notat

,
ia scalar , as

,
a c  vom prezenta doar rezultatele.

Considerând o funct
,
ie C2 f : Rn × Rn × R → R, ne intereseaz  extremele

funct
,
iei F : C1 ([a, b],Rn) → R, de�nite de

(4.2.11) F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,

printre drumurile de clas  C1 ψ : [a, b] → Rn, astfel încât ψ(a) = α s
,
i ψ(b) = β,

unde α s
,
i β sunt puncte în Rn.

Notând cu M submult
,
imea lui C1 ([a, b],Rn) constând din acele drumuri care

îndeplinesc condit
,
iile punctului �nal, drumul φ ∈M este un punct extremal pentru

F pe M dac  s
,
i numai dac 

dFφ|TMφ
= 0.

Constat m, ca s
,
i înainte, c  M este un hiperplan. Pentru �ecare φ ∈M ,

TMφ = C1
0 ([a, b],Rn) =

{
ψ ∈ C1 ([a, b],Rn) : ψ(a) = ψ(b) = 0

}
.

Cu notat
,
ia (x,y, t) ∈ Rn × Rn × R, se poate scrie

∂f

∂x
=

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
s
,
i

∂f

∂y
=

(
∂f

∂y1
, . . . ,

∂f

∂yn

)
,

deci ∂f/∂x s
,
i ∂f/∂y sunt vectori. Dac  φ este un drum de clas  C2 în Rn s

,
i

h ∈ C1
0 ([a, b],Rn), atunci g sim (prin generalizarea demonstrat

,
iilor Teoremei 4.2.1

s
,
i a Corolarului 4.2.2) c 

(4.2.12) dFφ(h) =

∫ b

a

[
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
· h(t)dt.

Se compar  cu ecuat
,
ia (4.2.8); aici punctul indic  produsul scalar euclidian în

Rn.
Printr-o versiune n-dimensional  a Lemei 4.2.4, rezult  din (4.2.12) c  drumul

de clas  C2 φ ∈M este un punct extremal pentru F pe M dac  s
,
i numai dac 

(14)
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t) = 0

Aceasta este ecuat
,
ia Euler-Lagrange sub form  vectorial . Luând componente,

obt
,
inem ecuat

,
iile scalare Euler-Lagrange

(4.2.13)
∂f

∂xi
− d

dt

∂f

∂yi
= 0, i = 1, . . . , n.
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Exemplul 4.2.10. S  presupunem c  φ : [a, b] → Rn este un drum C2 de
lungime minim  cu punctele �nale α = φ(a) s

,
i β = φ(b). Atunci φ este un punct

extremal pentru funct
,
ia F : C1 ([a, b],Rn) → R, de�nit de

F (ψ) =

∫ b

a

[
(ψ′(t))

2
+ · · ·+ (ψ′

n(t))
2
]1/2

dt,

a c rui funcµie integrand este

f(x,y, t) =
(
y1

2 + · · ·+ yn
2
)1/2

.

Deoarece ∂f/∂xi = 0 s
,
i ∂f/∂yi = yi/

(
y1

2 + · · ·+ yn
2
)1/2

, ecuat
,
iile Euler-

Lagrange pentru φ dau

φ′
i(t)[

(φ1
′(t))

2
+ · · ·+ (φn′(t))

2
]1/2 = constant, i = 1, . . . , n

Prin urmare, vectorul tangent unitar φ′(t)/ |φ′(t)| este constant, deci rezult 
c  imaginea lui φ este segmentul de dreapt  de capete α ³i β.

Exemplul 4.2.11. Se presupune c  o particul  de mas  m se mis
,
c  în câmpul

de fort
,
e F : R3 → R3, unde F (x) = −∇V (x) cu V : R3 → R o funct

,
ie "energie

potent
,
ial " dat . Conform principiului lui Hamilton, drumul φ : [a, b] → R3 al par-

ticulei este un punct extremal al integralei diferent
,
ei energiilor cinetice s

,
i potent

,
iale

ale particulei, ∫ b

a

[
1

2
m |φ′(t)|2 − V (φ(t)))

]
dt.

Se poate deduce c  ecuat
,
iile Euler-Lagrange (4.2.13) pentru aceast  problem 

se reduc la legea mis
,
c rii lui Newton

F (φ(t)) = mφ′′(t).

Exemplul 4.2.12. Dac  f(x, y, t) este independent  de t, deci ∂f/∂t = 0 s
,
i

φ : [a, b] → R satisface ecuat
,
ia Euler-Lagrange

∂f

∂x
− d

dt

(
∂f

∂y

)
= 0,

se poate deduce simplu c  y∂f/∂y − f este constant , adic 

φ′(t)
∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)− f (φ(t), φ′(t), t) = k

pentru oricare t ∈ [a, b].

Exemplul 4.2.13 (Brahistocrona). Se presupune c  o particul  de mas  m
alunec  pe un �r f r  frecare care conecteaz  dou  puncte �xe într-un plan vertical
(Figura 4.2.3). Dorim s  determin m forma y = φ(x) a �rului dac  timpul de
coborâre este minim. S  lu m originea ca punct init

,
ial, cu axa y îndreptat  în jos.

Viteza v a particulei este determinat  de ecuat
,
ia de energie 1

2mv
2 = mgy, de unde

v =
√
2gy. Timpul T de coborâre de la (0, 0) la (x1, y1) este, prin urmare, dat de

T =

∫ x1

0

ds

v
=

1

(2g)1/2

∫ x1

0

1

y1/2

[
1 +

(
dy

dx

)2
]1/2

dx.
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Figura 4.2.3. Brahistocronul

Se poate deduce c  curba timpului minim de coborâre este cicloida

x = a(θ − sin θ), y = a(1− cos θ),

generat de mis
,
carea unui punct �x de pe circumferint

,
a unui cerc cu raza a care

se rostogoles
,
te de-a lungul axei x [constanta a �ind determinat  de condit

,
ia ca s 

treac  prin punctul (x1, y1)]. Se observ  c 

f (y, y′, x) =

[
1 + (y′)

2
]1/2

y1/2

este independent  de x; se aplic  Exemplul anterior ³i

y′
∂f

∂y′
− f = k =

1

(2a)1/2
,

ecuaµie ce se integreaz  u³or cu substitut
,
ia y = 2a sin2 θ/2.

Observaµia 4.2.14 (Geodezice). În urm toarele exemple se vor discuta geodez-
ice (cele mai scurte drumuri) pe o suprafat

,
  S din R3. S  presupunem c  S este

parametrizat de R : R2
uv → R3

xyz s
,
i c  curba γ : [a, b] → S este compunerea

γ = T ◦ c, unde c : [a, b] → R2
uv. Lungimea lui γ este

s(γ) =

∫ b

a

[
E

(
du

dt

)2

+ 2F
du

dt

dv

dt
+G

(
dv

dt

)2
]1/2

dt,

unde

E =
∂T

∂u
· ∂T
∂u

, F =
∂T

∂u
· ∂T
∂v

, G =
∂T

∂v
· ∂T
∂v

.

Pentru ca γ s  �e un drum de lungime minim  pe S de la γ(a) la γ(b), trebuie
deci s  �e un punct extremal pentru integrala s(γ). Se spune c  γ este o geodezic 
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pe S dac  este un punct extremal (cu punctele �nale �xe) pentru integrala∫ b

a

[
E

(
du

dt

)2

+ 2F
du

dt

dv

dt
+G

(
du

dt

)2
]
dt,

care este mult mai simpl  de manipulat.

Exemplul 4.2.15. (i). Se presupune c  f (x1, x2, y1, y2, t) este independent de
t, deci ∂f/∂t = 0. Dac  φ(t) = (x1(t) , x2(t)) este un punct extremal pentru∫ b

a

f

(
x1, x2,

dx1
dt

,
dx2
dt

, t

)
dt,

se poate deduce c 

x1
′(t)

∂f

∂y1
(φ(t), φ′(t), t) + x2

′(t)
∂f

∂y2
(φ(t), φ′(t), t)− f (φ(t), φ′(t), t) = c

este constant  pentru t ∈ [a, b], utilizând

d

dt

(
x1

′ ∂f

∂y1
+ x2

′ ∂f

∂y2
− f

)
= −

2∑
i=1

[
∂f

∂xi
− d

dt

(
∂f

∂yi

)]
− ∂f

∂t
.

(ii). Dac  f (u, v, u′, v′) = E(u, v) (u′)
2
+ 2F (u, v)u′v′ +G(u, v) (v′)

2, se poate
deduce c 

u′
∂f

∂u′
+ v′

∂f

∂v′
= 2f.

(iii). Din (i) s
,
i (ii) se dedeuce c  o geodezic  φ pe suprafat

,
a S este o curb  cu

vitez  constant , i.e. |φ′(t)| = c.

Exemplul 4.2.16. Se va nota cu C2[a, b] spat
,
iul vectorial al funct

,
iilor de dou 

ori derivabile cu derivata a doua continu  pe [a, b] s
,
i cu C2

0 [a, b] subspat, iul constând
din acele funct

,
ii ψ ∈ C2[a, b] astfel încât ψ(a) = ψ′(a) = ψ(b) = ψ′(b) = 0.

(i). Se deduce simplu c 

∥ψ∥′1 = max
t∈[a,b]

|ψ(t)|+ max
t∈[a,b]

|ψ′(t)|+ max
t∈[a,b]

|ψ′′(t)|

de�nes
,
te o norm  pe C2[a, b].

(ii). Pentru o funct
,
ie de clas  C2 f : R4 → R, se de�ne³te F : C2[a, b] → R

prin

F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), ψ′′(t), t) dt.

Analog demonstrat
,
iei Teoremei 4.2.1, F este diferent

,
iabil  cu

dFφ(h) =

∫ b

a

(
∂f

∂x
h(t) +

∂f

∂y
h′(t) +

∂f

∂z
h′′(t)

)
dt,

unde derivatele part
,
iale ale lui f sunt evaluate în (φ(t), φ′(t), φ′′(t), t) .

(iii). Integrând prin p rt
,
i (analog demonstrat

,
iei Corolarului 4.2.2), rezult  c 

dFφ(h) =

∫ b

a

[
∂f

∂x
− d

dt

(
∂f

∂t

)
+
d2

dt2

(
∂f

∂z

)]
h(t)dt,

dac  h ∈ C2
0 [a, b].
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(iv). În concluzie, φ satisface ecuat
,
ia Euler-Lagrange de ordinul doi

∂f

∂x
− d

dt

(
∂f

∂y

)
+
d2

dt2

(
∂f

∂z

)
= 0,

dac  φ este un punct extremal pentru F , supus unor condit
,
ii pentru φ s

,
i φ′ (pre-

supunând c  φ este de clas  C4, ecuat
,
ia de mai sus este o ecuat

,
ie diferent

,
ial 

ordinar  de ordinul al patrulea în φ).

4.3. Problema izoperimetric 

Se va studia as
,
a-numita problem  izoperimetric . Dându-se funct

,
iile f, g :

R3 → R, se dore³te maximizarea sau minimizarea funct
,
iei

(4.3.1) F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,

cu condit
,
iile ψ(a) = α, ψ(b) = β s

,
i "leg tura"

(4.3.2) G(ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt = c (constant).

Ca ³i în Sect
,
iunea anterioar , se va nota cu M hiperplanul din C1[a, b] format

din toate funct
,
iile de clas  C1 ψ : [a, b] → R astfel încât ψ(a) = α s

,
i ψ(b) = β;

problema este atunci de a localiza extremele locale ale funct
,
iei F pe mult

,
imea

M ∩G−1(c).
Exist  o asem nare între aceast  problem  s

,
i problemele de extreme cu leg turi

clasice - singura diferent
,
  este c  aici funct

,
iile F s

,
i G sunt de�nite pe spat

,
iul

vectorial normat de dimensiune in�nit  C1[a, b], mai degrab  decât pe un spat
,
iu

euclidian �nit dimensional. Deci metoda noastr  de atac va � s  generaliz m în
mod corespunz tor metoda multiplicatorilor Lagrange, astfel încât s  se aplice ³i
în acest context.

Se va recapitula pe scurt "metoda multiplicatorilor Lagrange" pe cazul �nit
dimensional:

Se consider  F,G : Rn → R funct
,
ii de clas  C1 astfel încât G(0) = 0 s

,
i

∇G(0) ̸= 0. Dac  F are un maxim local sau un minim local la 0 supus constrângerii
G(x) = 0, atunci exist  un num r λ astfel încât

(4.3.3) ∇F (0) = λ∇G(0).
Deoarece diferent

,
ialele dF0, dG0 : Rn → R sunt date de

dF0(v) = ∇F (0) · v s
,
i dG0(v) = ∇G(0) · v,

ecuaµia (4.3.1) poate � rescris 

(4.3.4) dF0 = Λ ◦ dG0,

unde Λ : R → R este funct
,
ia liniar  de�nit  de Λ(t) = λt.

Ecuat
,
ia (4.3.4) prezint  metoda multiplicatorilor Lagrange într-o form  care

este potrivit  pentru generalizare la spat
,
ii vectoriale normate (unde sunt disponibile

diferent
,
iale, dar vectorii gradient nu sunt). Pentru demonstrat

,
ie vom avea nevoie

de urm toarea lem  algebric  elementar .

Lema 4.3.1. Fie α s
,
i β : E → R funct

,
ii liniare reale de�nite pe spat

,
iul vectorial

E astfel încât
Kerα ⊃ Kerβ, Imβ = R.
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Atunci exist  o funct
,
ie liniar  Λ : R → R astfel încât α = Λ ◦ β.

Demonstraµie. Pentru t ∈ R, se consider  x ∈ E astfel încât β(x) = t s
,
i

de�nit
,
i

Λ(t) = α(x).

Pentru a ar ta c  Λ este bine de�nit, trebuie s  vedem c , dac  y este un alt
element al lui E cu β(y) = t, atunci α(x) = α(y). Dar dac  β(x) = β(y) = t, atunci
x− y ∈ Kerβ ⊂ Kerα, deci α(x− y) = 0, ceea ce implic  imediat c  α(x) = α(y).
Dac  β(x) = s s

,
i β(y) = t, atunci

Λ(as+ bt) = α(ax+ by)

= aα(x) + bα(y)

= aΛ(s) + bΛ(t),

deci Λ este liniar. □

Urm toarea teorem  stabiles
,
te metoda multiplicatorilor Lagrange în cazul gen-

eral (in�nit dimensional).

Teorema 4.3.2. Fie F s
,
i G funct

,
ii reale de clas  C1 pe întreg spat

,
iul vectorial

normat complet E, cu G(0) = 0 s
,
i dG0 ̸= 0 (deci Im dG0 = R ). Dac  F : E → R

are un punct de extrem local în 0 cu leg tura G(x) = 0, atunci exist  o funct
,
ie

liniar  Λ : R → R astfel încât

(4.3.5) dF0 = Λ ◦ dG0.

Aa�rmat
,
ia c  �F are un punct de extrem local în 0 cu leg tura G(x) = 0�,

înseamn  c  restrict
,
ia F |G−1(0) are un punct de extrem local în 0 ∈ G−1(0).

Demonstraµie. Concluzia va decurge din Lema 4.3.1, cu α = dF0 s, i β = dG0,
dac  putem demonstra c  Ker dF0 cont

,
ine Ker dG0. Pentru a realiza aceasta, s 

presupunem mai întâi faptul (care urmeaz  s  �e stabilit ulterior) c , pentru v ∈
Ker dG0, exist  un drum diferenµiabil γ : (−ε, ε) → E a c rui imagine se a�  în
G−1(0), astfel încât γ(0) = 0 s

,
i γ′(0) = v (a se vedea Figura 4.3.1).

Atunci compunerea h = F ◦ γ : (−ε, ε) → R are un punct de extrem local în 0
, deci h′(0) = 0. Prin urmare, din regula lant

,
ului rezult 

0 = h′(0) = dh0(1) = dFγ(0) (dγ0(1))

= dF0 (γ
′(0)) ,

0 = dF0(v),

ceea ce trebuia demonstrat. □

Se va folosi "Teorema funct
,
iilor implicite" pentru a veri�ca existent

,
a drumului

diferenµial γ utilizat mai sus. Dac  X = Ker dG0 atunci, deoarece dG0 : E → R
este continu , X este un subspat

,
iu închis al E s

,
i, prin urmare, este complet. Se

alege w ∈ E astfel încât dG0(w) = 1 s
,
i se va nota cu Y subspat

,
iul închis al lui E

format din tot
,
i multiplii scalari ai w; atunci Y este o �copie� a lui R.

Este clar c  X ∩ Y = 0. De asemenea, dac  e ∈ E s
,
i a = dG0(e) ∈ R, atunci

dG0(e− aw) = dG0(e)− adG0(w) = 0

deci e− aw ∈ X. Prin urmare
e = x+ y
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cu x ∈ X si y = aw ∈ Y . Astfel E este suma algebric  direct  a subspat
,
iilor X s

,
i

Y . Mai mult, este adev rat (des
,
i omitem dovada) c  norma pe E este echivalent 

cu norma produsului pe X × Y , as
,
a c  putem scrie E = X × Y . Pentru a aplica

"Teorema funct
,
iilor implicite", trebuie s  s

,
tim c  dyG0 : Y → R este un izomor�sm.

Deoarece Y ≈ R, trebuie doar s  ar t m c  dyG0 ̸= 0. Dar, dat (r, s) ∈ X×Y = E,
avem

dG0(r, s) = dG0(r, 0) + dG0(0, s)

= dG0(0, s)

= dyG0(e)

deci ipoteza c  dyG0 = 0 ar implica c  dG0 = 0, contrar ipotezei.

Figura 4.3.1. Demonstraµia Teoremei 4.3.2

În consecint
,
 , "Teorema funct

,
iilor implicite" produce o funct

,
ie de clas  C1

φ : X → Y al c rei gra�c y = φ(x) în X × Y = E coincide cu G−1(0), în interiorul
unei vecin t t

,
i a lui 0. Dac  H(x) = G(x, φ(x)), atunci H(x) = 0 pentru x aproape

de 0, deci
0 = dH0(u) = dxG0(u) + dyG0 (dφ0(u))

= dyG0 (dφ0(u))

pentru toµi u ∈ X. Rezult  deci c  dφ0 = 0, deoarece dyG0 este un izomor�sm.
În cele din urm , dat v = (u, 0) ∈ Ker dG0, se de�ne³te γ : R → E prin γ(t) =
(tu, φ(tu)). Atunci γ(0) = 0 s

,
i γ(t) ∈ G−1(0) pentru t su�cient de mic s

,
i

γ′(0) = (u, dφ0(u)) = (u, 0) = v

as
,
a cum se dorea.
Acum se poate discuta în sfâr³it problema izoperimetric . Fie f s

,
i g funct

,
ii

reale de clas  C2 pe R3 s
,
i se de�nesc funct

,
iile reale F s

,
i G pe C1[a, b] prin

(4.3.6) F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,

(4.3.7) G(ψ) =

∫ b

a

g (ψ(t), ψ′(t), t) dt− c,
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unde c ∈ R. Se presupune c  φ este un element de clas  C2 al lui C1[a, b] în care
F are un extrem local pe M ∩G−1(0), unde M este hiperplanul obis

,
nuit în C1[a, b]

care este determinat de condit
,
iile ψ(a) = α s

,
i ψ(b) = β.

S-a v zut (în Sect
,
iunea anterioar ) c M este translaµia (prin orice element �xat

al lui M) a subspat
,
iului C1

0 [a, b] al lui C
1[a, b] format din elementele ψ ∈ C1[a, b]

cu ψ(a) = ψ(b) = 0. Fie T : C1
0 [a, b] →M translat

,
ia de�nit  de

T (ψ) = ψ + φ.

Se observ  c  T (0) = φ, în timp ce

dT0 : C1
0 [a, b] → C1

0 [a, b] = TMφ

este aplicaµia "identitate".
Se vor considera funct

,
iile reale F ◦ T s

,
i G ◦ T pe C1

0 [a, b]. Faptul c  F are un
extrem local pe M ∩G−1(0) în φ implic  faptul c  F ◦ T are un extrem local în 0
cu condit

,
ia G ◦ T (ψ) = 0.

Se presupune c  φ nu este un extrem pentru G pe M , adic  c 

dGφ|TMφ
̸= 0,

deci d(G◦T )0 ̸= 0. Atunci Teorema 4.3.2 se aplic  pentru a furniza o funct
,
ie liniar 

Λ : R → R astfel încât

d(F ◦ T )0 = Λ ◦ d(G ◦ T )0.
Deoarece dT0 este aplicaµia identitate pe C1

0 [a, b], regula lant
,
ului d 

dFφ = Λ ◦ dGφ

pe C1
0 [a, b]. Scriind Λ(t) = λt s

,
i aplicând calculul din Corolarul 4.2.2 pentru

diferent
,
ialele dFφ s

,
i dGφ, concluzion m c ∫ b

a

s
,
i
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
u(t)dt =

= λ

∫ b

a

[
∂g

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂g

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
u(t)dt,

pentru toµi u ∈ C1
0 [a, b].

Dac  h : R3 → R este de�nit de

h(x, y, t) := f(x, y, t)− λg(x, y, t),

rezult  c  ∫ b

a

[
∂h

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂h

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
u(t)dt = 0,

pentru toµi u ∈ C1
0 [a, b]. O aplicare a Lemei 4.2.4 completeaz  în �nal demonstrat

,
ia

urm toarei teoreme.

Teorema 4.3.3. Fie F s
,
i G funct

,
iile reale pe C1[a, b] de�nite de (4.3.6) s

,
i

(4.3.7), unde f s
,
i g sunt funct

,
ii de clas  C2 pe R3. Fie φ ∈ M o funct

,
ie de clas 

C2 care nu este un extrem pentru G. Dac  F are un extrem local în φ cu condit
,
iile

ψ(a) = α, ψ(b) = β, s
,
i G(ψ) = 0,
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atunci exist  un num r real λ astfel încât φ satisface ecuat
,
ia Euler-Lagrange pentru

funct
,
ia h = f − λg, adic 

(4.3.8)
∂h

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂h

∂y
(φ(t), φ′(t), t) = 0,

pentru toµi t ∈ [a, b].

Urm toarea aplicat
,
ie a acestei teoreme este cea care a dat numele de "izoperi-

metric " unor astfel de probleme cu leg turi în calculul variat
,
ional.

Exemplul 4.3.4. S  presupunem c  φ : [a, b] → R este acea funct
,
ie nenegativ 

(dac  exist ) cu φ(a) = φ(b) = 0 al c rei gra�c x = φ(t) are lungimea L, astfel încât
aria de sub gra�cul s u este maxim . Vrem s  demonstr m c  gra�cul x = φ(t)
trebuie s  �e un arc de cerc (Figura 4.3.2).

Figura 4.3.2. Un arc de cerc

Dac  f(x, y, t) = x s
,
i g(x, y, t) =

√
1 + y2, atunci φ maximizeaz  integrala∫ b

a

f (φ(t), φ′(t), t) dt,

cu condiµiile

φ(a) = φ(b) = 0 s
,
i

∫ b

a

g (φ(t), φ′(t), t) dt = L.

Deoarece ∂f/∂x = 1, ∂f/∂y = ∂g/∂x = 0, ∂g/∂y = y/
√
1 + y2 , ecuat

,
ia Euler-

Lagrange (4.3.8) este

1− λ
d

dt

(
φ′(t)

1 + (φ′(t))
2

)
= 0,

sau
φ′′(t)[

1 + (φ′(t))
2
]3/2 =

1

λ
.

Aceast  ultim  ecuat
,
ie spune c  curbura curbei t → (t, φ(t)) este constanta

1/λ. Prin urmare, imaginea sa trebuie s  fac  parte dintr-un cerc.

Observaµia 4.3.5. Discut
,
ia de mai sus a problemei izoperimetrice se general-

izeaz  într-o manier  direct  în cazul în care exist  mai mult de o leg tur . Având în
vedere funct

,
iile C2 f, g1, . . . , gk : R3 → R, dorim s  minimiz m sau s  maximiz m

funct
,
ia

(4.3.9) F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,
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cu condit
,
iile ψ(a) = α,ψ(b) = β s

,
i leg turile

(4.3.10) Gi(ψ) =

∫ b

a

gi (ψ(t), ψ
′(t), t) dt− ci = 0.

Problema noastr  este atunci s  g sim extremele locale ale lui F peM∩G−1(0),
unde M este hiperplanul obis

,
nuit în C1[a, b] s

,
i

G = (G1, . . . , Gk) : C
1[a, b] → Rk.

Rezultatul, analog Teoremei 4.3.3, este urm torul:
Fie φ ∈M o funct

,
ie de clas  C2 care nu este un extrem pentru orice combinat

,
ie

liniar  a funct
,
iilor G1, . . ., Gk. Dac  F are un extrem local în φ cu condit

,
iile

ψ(a) = α, ψ(b) = β, s
,
i G(ψ) = 0,

atunci exist  numere λ1, . . . , λk astfel încât φ satisface ecuat
,
ia Euler-Lagrange pen-

tru funct
,
ia

h = f −
k∑
i=1

λigi.

Includerea detaliilor complete ale demonstrat
,
iei ar � repetitiv , as

,
a c  pur s

,
i

simplu subliniem modi�c rile necesare faµ  de demonstrat
,
ia Teoremei 4.3.3.

Întâi Lema 4.3.1 s
,
i apoi Teorema 4.3.2 sunt us

,
or de generalizat dup  cum

urmeaz . În Lema 4.3.1 se consider  c  β este o aplicaµie liniar  de la E la Rk
cu Imβ = Rk, iar în Teorema 4.3.2 se consider  c  G este o aplicaµie de clas 
C1 de la E la Rk astfel încât G(0) = 0 s

,
i Im dG0 = Rk. Singura modi�care este

c , în concluzia �ec ruia, Λ devine o funct
,
ie liniar  cu valori reale de�nit  pe Rk.

Dovezile r mân în esent
,
  aceleas

,
i.

Apoi se aplic  Teorema generalizat  4.3.2 aplicaµiilor F : C1[a, b] → R s
,
i G :

C1[a, b] → Rk, de�nite prin (4.3.9) s
,
i (4.3.10), în acelas

,
i mod în care s-a aplicat

Teorema original  4.3.2 (în demonstrat
,
ia Teoremei 4.3.3) la funct

,
iile de�nite de

(4.3.6) s
,
i (4.3.7). Singura observat

,
ie suplimentar  necesar  este c , dac  φ nu

este un punct extremal pentru nicio combinat
,
ie liniar  a funct

,
iilor componente

G1, . . . , Gk, atunci rezult  us
,
or c  dGφ aplic  TMφ pe Rk. Conchidem apoi, ca

mai sus, c 

dFφ = Λ ◦ dGφ pe C1
0 [a, b],

pentru o funct
,
ie liniar  Λ : Rk → R. Scriind Λ (x1, . . . , xk) =

∑k
i=1 λixi, ajungem

la concluzia c ∫ b

a

s
,
i
∂f

∂x
(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂f

∂y
(φ(t), φ′(t), t)

]
u(t)dt =

=

k∑
i=1

λi

∫ b

a

[
∂gi
∂x

(φ(t), φ′(t), t)− d

dt

∂gi
∂y

(φ(t), φ′(t), t)

]
u(t)dt,

pentru oricare u ∈ C1
0 [a, b]. Aplicând Lema 4.2.4 rezult  c  φ satisface ecuat

,
ia

Euler-Lagrange pentru h = f −
∑
λigi.

Observaµia 4.3.6. (i). Se poate generaliza problema izoperimetric  la cazul
cu "vectorial" dup  cum urmeaz :
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Fie f, g : An ×Rn ×R → R funct
,
ii s

,
i s  presupunem c  φ : [a, b] → Rn este un

punct extremal pentru

F (ψ) =

∫ b

a

f (ψ(t), ψ′(t), t) dt,

cu condit
,
iile ψ(a) = α,ψ(b) = β s

,
i

G(ψ) =

∫ b

a

g (ψ(t), ψ′(t), t) dt = c.

În condit
,
ii de regulariate corespunz toare, pentru un num r λ, drumul φ satis-

face ecuat
,
iile Euler-Lagrange

∂h

∂xi
− d

dt

∂h

∂yi
= 0, i = 1, . . . , n

pentru funcµia h = f − λg.
(ii). Fie φ : [a, b] → R2 o curb  închis  din plan, φ(a) = φ(b) s

,
i φ(t) =

(x(t), y(t)). Din (i) rezult  c , dac  φ maximizeaz  integrala ariei

1

2

∫ b

a

(xy′ − yx′) dt,

supus  condiµiei ∫ b

a

(
(x′)

2
+ (y′)

2
)1/2

dt = L (constant),

atunci imaginea lui φ este un cerc.

4.4. Probleme de integrale multiple

Pân  acum, ne-am limitat atent
,
ia la problemele punct de extrem asociate cu

integrala simpl 
∫ b
a
f (ψ(t), ψ′(t), t) dt, unde ψ este o funct

,
ie a unei variabile. În

aceast  sect
,
iune discut m pe scurt problemele analoge asociate cu o integral  mul-

tipl  al c rei integrand este o funct
,
ie �necunoscut � de mai multe variabile. Fie D

o regiune din Rn. Pentru f : R2n+1 → R, c ut m s  maximiz m sau s  minimiz m
funct

,
ia F de�nit  de

(4.4.1) F (ψ) =

∫
D

f

(
x1, . . . , xn, ψ (x1, . . . , xn) ,

∂ψ

∂x1
, . . . ,

∂ψ

∂xn

)
dx,

cu funct
,
ii de clas  C1 ψ : D → R care sunt egale cu o funct

,
ie �x  dat  ψ0 : D → R

pe frontiera ∂D a lui D. În ceea ce prives
,
te vectorul gradient

∇ψ(x) = (D1ψ(x), . . . , Dnψ(x)) ,

putem rescrie (4.4.1) ca

(4.4.2) F (ψ) =

∫
D

f(x, ψ(x),∇ψ(x))dx.

Pe parcursul acestei sect
,
iuni se vor nota primele n coordonate în R2n+1 cu

x1, . . . , xn, coordonata (n + 1)-a cu y, iar ultimele n coordonate în R2n+1 cu
z1, . . . , zn. Astfel, se va scrie R2n+1 = Rn × R × Rn iar (x, y, z) este punctul
tipic al lui R2n+1. În ceea ce prives

,
te aceast  notat

,
ie, ne intereseaz  funct

,
ia

F (ψ) =

∫
D

f(x, y, z)dx,
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unde y = ψ(x) s
,
i z = ∇ψ(x).

Funct
,
ia F este de�nit  de (4.4.2) pe spat

,
iul vectorial C1(D) care const  din

toate funct
,
iile de clas  C1 cu valori reale de�nite pe D (cu adunarea punctual 

s
,
i înmulµirea cu scalari obis

,
nuite). Transform m C1(D) într-un spat

,
iu vectorial

normat prin de�nirea

(4.4.3) ∥ψ∥ = max
x∈D

|ψ(x)|+max
x∈D

|∇ψ(x)|.

Se poate veri�ca apoi c  spat
,
iul vectorial normat C1(D) este complet. Demon-

straµia acestui fapt este similar  cu cea a Corolarului 3.1.19 (pentru C1[a, b] com-
plet), dar este mai laborioas  s

,
i se omite.

FieM submult
,
imea lui C1(D) constând din acele funct

,
ii ψ care satisfac �condit

,
ia

la limit �

ψ(x) = ψ0(x) dac  x ∈ ∂D.

Apoi, dându-se ψ ∈M , diferent
,
a ψ − ψ0 este un element al subspat

,
iului

C1
0 (D) =

{
φ ∈ C1(D) : φ(x) = 0 dac  x n∂D

}
lui C1(D), constând din toate acele funct

,
ii de clas  C1 de�nite peD care se anuleaz 

pe ∂D. În schimb, dac  φ ∈ C1
0 (D), atunci în mod clar ψ0+φ ∈M . Astfel M este

un hiperplan în C1(D) s
,
i anume translat

,
ia prin elementul �x ψ0 ∈M a subspat

,
iului

C1
0 (D). prin urmare

TMψ = C1
0 (D)

pentru tot
,
i ψ ∈M .

Daca F : C1(D) → R este diferentiabil la φ ∈ M , iar F | M are un punct de
extrem local la φ, Teorema 3.3.10 implic  faptul c 

(4.4.4) dFφ(h) = 0 for all h ∈ C1
0 (D).

La fel ca în cazul cu o singur  variabil , vom numi funct
,
ia φ ∈ M extrem 

pentru F pe M dac  îndeplines
,
te condit

,
ia necesar  (4.4.4).

Urm toarea teorem  este analog  cu Teorema 4.2.1 s
,
i ofer  calculul diferenµialei

dFφ pentru F de�nit de (4.4.1).

Teorema 4.4.1. S  presupunem c  D este o regiune compact  celulat  n-
dimensional  în Rn s

,
i c  f : R2n+1 → R este o funct

,
ie de clas  C2. Atunci

funct
,
ia F : C1(D) → R de�nit  de (4.4.1) este diferent

,
iabil  cu

(4.4.5) dFφ(h) =

∫
D

[
∂f

∂y
· h(x) +

n∑
i=1

∂f

∂zi
· ∂h
∂xi

(x)

]
dx,

pentru toµi φ, h ∈ C1(D). Derivatele part
,
iale

∂f

∂y
,
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn

în (4.4.5) sunt evaluate în punctul (x, φ(x),∇φ(x)) ∈ R2n+1.

Metoda de demonstraµie a Teoremei 4.4.1 este aceeas
,
i cu cea a Teoremei 4.2.1,

folosind dezvoltarea Taylor de gradul doi a lui f .
Având în vedere condit

,
ia (4.4.4), ne intereseaz  valoarea lui dFφ(h) când h ∈

TMφ = C1
0 (D). Urm toarea teorem  este analoag  Corolarului 4.2.2.
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Teorema 4.4.2. Se presupune, pe lâng  ipotezele Teoremei 4.4.1, c  φ este o
funct

,
ie C2 s

,
i c  h ∈ C1

0 (D). Atunci

(4.4.6) dFφ(h) =

∫
D

[
∂f

∂y
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)]
h(x)dx.

Aici, derivatele part
,
iale ale lui f sunt evaluate în (x, φ(x),∇φ(x)) ∈ R2n+1.

Demonstraµie. Se consider  (n− 1)-forma diferenµial  de�nit  pe D prin

ω =

n∑
i=1

(−1)i+1 ∂f

∂zi
hdx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.

Un calcul de rutin  d 

dω =

[
n∑
i=1

(
∂f

∂zi

∂h

∂xi
+

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)
h

)]
dx,

unde dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Prin urmare(
n∑
i=1

∂f

∂zi

∂h

∂xi

)
dx = dω −

(
n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)
h

)
dx.

Înlocuind aceasta în ecuaµia (4.4.5), obt
,
inem

(4.4.7) dFφ(h) =

∫
D

[
∂f

∂y
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)]
hdx+

∫
D

dω.

Dar
∫
D
dω =

∫
∂D

ω = 0 din Teorema lui Stokes 2.6.3 s
,
i faptul c  ω = 0 pe ∂D

deoarece h ∈ C1
0 (D). Astfel ecuaµia (4.4.7) se reduce la ecuaµia (4.4.6). □

Observaµia 4.4.3. Teorema 4.4.2 arat  c  funct
,
ia de clas  C2 φ ∈M este un

extrem pentru F pe M dac  s
,
i numai dac ∫

D

[
∂f

∂y
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)]
h(x)dx = 0,

pentru �ecare h ∈ C1
0 (D). Din acest rezultat s

,
i analogul multidimensional evident

al Lemei 4.2.4 obt
,
inem imediat ecuat

,
ia multidimensional  Euler-Lagrange.

Teorema 4.4.4. Fie F : C1(D) → R de�nit prin ecuaµia (4.4.1), cu f :
R2n+1 → R �ind o funct

,
ie de clas  C2. Atunci funct

,
ia de clas  C2 φ ∈M este un

extrem pentru F pe M dac  s
,
i numai dac 

∂f

∂y
(x, φ(x),∇φ(x))−

n∑
i=1

∂2f

∂xi∂zi
(x, φ(x),∇φ(x)) = 0,

pentru tot
,
i x ∈ D.

Ecuat
,
ia

(4.4.8)
∂f

∂y
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi

)
= 0,

cu derivatele part
,
iale ale lui f evaluate în (x, φ(x),∇φ(x)), este ecuat

,
ia Euler-

Lagrange pentru punctul extremal φ. D m câteva exemple pentru a ilustra aplicat
,
iile

sale.
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Exemplul 4.4.5 (Suprafeµe minimale). Dac  D este un disc în plan s
,
i φ0 :

D → R o funct
,
ie, atunci gra�cul lui φ0 este un disc în R3. Lu m în considerare

urm toarea întrebare. În ce condit
,
ii gra�cul (Figura 4.4.1) al funct

,
iei φ : D → R

are o suprafat
,
  minim , printre gra�cele tuturor acelor funct

,
ii ψ : D → R care

coincid cu φ0 pe curba de frontier  ∂D a discului D?

Figura 4.4.1. Gra�cul lui φ : D → R

Se poate discuta generalizarea n-dimensional  a acestei întreb ri. Deci, în-
cepem cu o n-varietate-cu-bord compact  D ⊂ Rn s

,
i o funct

,
ie de clas  C1 φ0 :

D → R, al c rui gra�c y = φ0(x) este o n-varietate-cu-bord în Rn+1 (a se vedea
Secµiunea 2.5).

Aria F (φ) a gra�cului funct
,
iei φ : D → R este (conform cu (2.7.8))

F (φ) =

∫
D

[
1 + |∇φ(x)|2

]1/2
dx.

Prin urmare, dorim s  minimiz m funct
,
ia F : C1(D) → R de�nit  de (4.4.1)

cu
f(x, y, z) =

(
1 + z21 + · · ·+ z2n

)1/2
.

Cum
∂f

∂y
= 0,

∂f

∂zi
=

zi

(1 + z12 + · · ·+ z2k)
1/2

,

ecuat
,
ia Euler-Lagrange (4.4.8) pentru aceast  problem  este

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂φ

∂xi

[
1 + |∇φ|2

]−1/2
)

= 0

Dup  calcularea derivatelor part
,
iale indicate s

,
i simpli�care, obt

,
inem

(4.4.9)
(
1 + |∇φ|2

)
∇2φ =

n∑
i,j=1

∂φ

∂xi

∂φ

∂xj

∂2φ

∂xi∂xj
,
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unde

∇2φ =

n∑
i=1

∂2φ

∂x2i
,

ca de obicei. Prin urmare, ecuat
,
ia (4.4.9) ofer  o condit

,
ie necesar  ca aria gra�cului

lui y = φ(x) s  �e minim , printre toate n-variet t
,
ile-cu-bord din Rn+1 care au

aceeas
,
i limit .

În problema init
,
ial  a suprafet

,
elor minime bidimensionale, se obis

,
nuies

,
te s  se

foloseasc  notat
,
iile

z = φ(x, y), p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
,

r =
∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
.

Cu aceast  notat
,
ie, ecuaµia (4.4.9) ia forma(

1 + q2
)
r − 2pqs+

(
1 + p2

)
t = 0,

care este o ecuat
,
ie diferent

,
ial  de ordinul doi cu funct

,
ia necunoscut  z = φ(x, y).

Exemplul 4.4.6 (Membrana vibrant ). Se va aplica principiul lui Hamilton
pentru a deriva ecuat

,
ia de und  pentru mis

,
carea unei �membrane� n-dimensionale

care vibreaz . Cazurile n = 1 s
,
i n = 2 corespund unei coarde vibrante s

,
i, respectiv,

unei membrane �uzuale�.
Presupunem c  poziµia de echilibru a membranei este n-varietatea-cu-bord com-

pact 
W ⊂ Rn = Rn × {0} ⊂ Rn+1,

s
,
i c  vibreaz  cu limita �xat . Fie mis

,
carea acesteia descris  de funct

,
ia

φ :W × R → R,
în sensul c  gra�cul y = φ(x, t) este poziµia în Rn+1 a membranei la momentul t
(Figura 4.4.2).

Figura 4.4.2. Gra�cul y = φ(x, t)

Dac  membrana are densitatea constant  σ, atunci energia sa cinetic  la mo-
mentul t este

(4.4.10) T (t) =
σ

2

∫
W

[D2φ(x, t)]
2
dx =

σ

2

∫
W

(
∂φ

∂t

)2

dx.
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Presupunem pentru început c  energia potent
,
ial  V a membranei este proport

,
ional 

cu cres
,
terea suprafet

,
ei acesteia, adic 

V (t) = τ(a(t)− a(0)),

unde a(t) este aria membranei la momentul t. Constanta τ se numes
,
te �tensiune

super�cial �. Uzând de formula cunoscut  pentru calculul ariei (formula (2.7.8))
rezult 

V (t) = τ

(∫
W

[
1 + |∇φ|2

]1/2
dx−

∫
W

dx

)
= τ

∫
W

[(
1 +

1

2
|∇φ|2 + · · ·

)
− 1

]
dx.

Presupunem acum c  deformarea membranei este atât de us
,
oar  încât termenii

de ordin superior (indicat
,
i prin puncte) pot � neglijat

,
i. Energia potenµial  a mem-

branei la momentul t este apoi dat  de

(4.4.11) V (t) =
τ

2

∫
W

|∇φ(x)|2dx.

Conform principiului lui Hamilton, mis
,
carea membranei este de as

,
a natur 

încât valoarea integralei∫ b

a

[T (t)− V (t)]dt =

∫ b

a

(∫
W

[
σ

2

(
∂φ

∂t

)2

− τ

2
|∇φ|2

]
dx

)
dt

este minim  pentru �ecare interval de timp [a, b]; adic , dac  D =W × [a, b], atunci
mis

,
carea actual  φ este un punct de extrem pentru funct

,
ia F : C1(D) → R de�nit 

de

(4.4.12) F (ψ) =

∫
D

[
σ

2

(
∂ψ

∂t

)2

− τ

2

(
∂ψ

∂x1

)2

− · · · − τ

2

(
∂ψ

∂xn

)2
]
,

pe hiperplanul M ⊂ C1(D) format din acele functii ψ care coincid cu φ pe ∂D.
Dac  not m t = xn+1 s

,
i de�nim f pe R2n+3 = R2n+1 × R ×R2n+1 prin

f(x, y, z) = −τ
2

(
z1

2 + · · ·+ zn
2
)
+
σ

2
z2n+1,

atunci putem rescrie (4.4.12) ca

F (ψ) =

∫
D

f(x, y, z)dx,

unde y = ψ(x) s
,
i z = ∇ψ(x). Cum

∂f

∂y
= 0,

∂f

∂zi
= −τzi dac  i ≦ n, s

,
i

∂f

∂zn+1
= σzn+1,

rezult  c  ecuaµia Euler-Lagrange (4.4.8) pentru aceast  problem  este

τ

(
n∑
i=1

∂zi
∂xi

)
− σ

∂zn+1

∂xn+1
= 0, z = ∇φ(x),

sau

(4.4.13) τ∇2φ = σ
∂2φ

∂t2
.

Ecuat
,
ia (4.4.13) se nume³te ecuat

,
ia de und  n-dimensional .
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