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Introducere

Lucrarea are ca subiect calculul variational. Este structurata in patru capitole.

In primul capitol sunt recapitulate chestiuni de bazi de topologie, algebra
liniard si calcul diferential si integral pe spatii euclidiene, cu accent pe Teorema
lui Weierstrass de marginire a functiilor continue definite pe un compact, Princip-
iul contractiei al lui Banach, "Teorema de inversare locala" si "Teorema functiilor
implicite" pe cazul finit dimensional.

In al doilea capitol se defineste conceptul de varietate k-dimensionald in R”,
se deduce o generalizare a "Teoremei functiilor implicite", ceea ce conduce la aga-
numita "metoda a multiplicatorilor Lagrange". Se defineste conceptul de varietate
k-dimensionald netedd (sau de clasd C1), dar si cel de k-varietate-cu-bord neteda
orientatd compactd. O forma k-diferentiala o pe o multime U C R™ este o aplicatie
care asociazd in fiecare punct x € U o functie k-multiliniars alternatd a(x) = ax pe
R™; pentru o astfel de forma de clasia C! pe R™ si pentru ¢ : Q — R™ o suprafata k-
dimensionald de clasd C! se poate vorbi despre integrala lui a pe ¢. Se enunta (fara
demonstratie) Teorema lui Stokes in trei forme. Toate conceptele si rezultatele din
acest capitol sunt necesare in ultimul capitol, pentru a da un caracter autocontinut
lucrarii. Multe propozitii sau teoreme sunt doar enuntate, deducerea lor necesitand
cunotinte suplimentare avansate de analiza pe varietati.

Capitolul al treilea debuteaza cu studiul spatiilor C°[a, b] (al tuturor functiilor
continue definite pe intervalul [a, b]), sau C*[a, b] (spatiul functiilor diferentiabile cu
derivatd continua definite pe [a,b]), deoarece probleme tipice de calcul variational
conduc la astfel de spatii. Se definegte o norma pe C°|a, b}, norma "supremum", dar
si 0 normé pe C[a, b]; acest lucru va face posibila studierea functiilor reale definite
pe Ctla,b] prin metodele calculului diferential. Se studiazd convergenta simplé si
uniformd a sirurilor de functii, ceea ce va permite deducerea completitudinii atat
a lui C%a,b] dar si a lui C'a,b] relativ la normele corespunzitoare. Se discuta
conceptele de liniaritate si continuitate pentru functiile de la un spatiu vectorial
normat la altul. Definitia diferentiabilitatii, pentru aplicatiile pe spatii vectoriale
normate, este aceeasi cu definitia de pe spatii euclidiene, cu exceptia faptului ca
trebuie explicit precizat ca aplicatia liniard de aproximare sa fie continua. Se de-
finegte conceptul de multime tangenta si se da o versiune a "Teoremei functiilor
implicite" pentru aplicatii definite pe spatii vectoriale normate complete.

Calculul variational este prezentat in ultimul capitol; el trateazd o anumita
clasid de probleme maxim-minim, care au in comun faptul ca fiecare dintre ele
este asociatd cu un anumit fel de expresie integrald. Se discutd un prim cel mai
elemenar exemplu de problema de calcul variational, apoi asa-numita ,problema
izoperimetricd”, avand un context ce seamana cu problemele de extreme cu legéturi
standard, iar demonstrarea ei va implica o generalizare a metodei multiplicatorilor
Lagrange. Pentru aceste metode generale maxim-minim, se utilizeaza metodele
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6 INTRODUCERE

de ,calcul in spatii vectoriale normate” din capitolul anterior. In ultima sectiune
se discutd pe scurt probleme analoge celor din sectiunile anterioare asociate cu
o integrala multipla al cirei integrand este o functie ,necunoscutd” de mai multe
variabile; se utilizeazd numeroase concepte gi rezultate din capitolul al doilea. Este
discutati gi problema suprafetelor minimale gi a membranei vibrante.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Sunt recapitulate chestiuni de baza de topologie, algebra liniara si calcul difer-
ential gi integral pe spatii finit dimensionale (euclidiene): conceptele de spatiu
topologic, multime deschisa, inchisd, punct interior, punct aderent, functie con-
tinud, distanta, topologia canonica de spatiu metric, multime marginita si multime
compacta intr-un spatiu metric, Teorema lui Weierstrass de marginire a functiilor
continue definite pe un compact sau Principiul contractiei al lui Banach. Se remem-
oreazd chestiuni principale de algebra liniara: spatiu vectorial, subspatiu, varietate
liniars, operator liniar intre K-spatii vectoriale, functionala liniard definitd pe un
K-spatiu vectorial; se trateaza si cazul special al operatorilor liniari pe spatii vecto-
riale finit dimensionale, carora li se atageaza o matrice in baze fixate ale celor dous
spatii (domeniu si codomeniu). Se reamintesc gi lucruri esentiale privind continui-
tatea gi diferentiabilitatea functiilor de mai multe variabile reale (in special privind
derivatele partiale gi legitura cu diefrentiabilitatea), enuntand apoi "Teorema de
inversare locala" "Teorema functiilor implicite" pe cazul finit dimendional. In fi-
nal sunt recapituale succint fapte importante privind diverse tipuri de integrale ce
se reintalnesc apoi pe parcursul lucrarii: integrale cu parametru, intregrale duble,
triple sau de suprafatd. Toate acestea pentru a da un caracter autocontinut lucra
rii.

Sursele bibliografice utilizate sunt [1], [2], [3], [4], [5].

1.1. Spatii topologice si spatii metrice
Se fixeazd X o multime nevida.

DEFINITIA 1.1.1. (i). 7 C P(X) se numeste topologie pe X daci si numai
daca:

(T1). 0eT,XeT.

(T2). Reuniunea oricirei familii de multimi din 7 este o multime din 7.

(T3). Intersectia oricdrei familii finite de multimi din 7 este o multime din 7.

Daci T este o topologie pe X, atunci (X,7) se numeste spatiu topologic, iar
orice multime din 7 se numegte deschisa in raport cu topologia T sau T -deschisa.

(ii). Multimea V C X se numeste T -vecindtate a lui a dacd si numai daca
exista D € T astfel incat a € D C V. Se va nota

V(a) :=V7(a):={V C X : V este T — vecinitate a lui a}.

(iii). Familia B(a) C V(a) se numesgte sistem fundamental de vecinatati ale lui
a daca gi numai daca

VYV € V(a),3B € B(a) : BC V.

(iv). Un spatiu topologic (X,7T) se numeste Hausdorff (sau separat) daci
pentru oricare z,y € X,z Zyexista Ve V(z) siU € V(y) cu VNU = 0.

7



8 1. PRELIMINARII

(v). Daca T si 7' sunt doud topologii pe X, se spune ca T este mai find (strict
mai find) decit T' daca T' C T (sau T & T7).

DEFINITIA 1.1.2. Se considerad (X, T) spatiu topologic si A C X, a € X.

(i). a se numegte punct interior mulfimii A (sau T -punct interior mulfimii A)
dacd si numai daca existd D € T astfel incat a € D C A. Multimea

A:=int7A:={z € X : z punct interior lui A}

se numegte interiorul mulfimii A (sau T -interiorul mulfimii A).

(ii). @ se numegte punct de aderentd sau T -punct de aderentd al multimii A
dacd si numai dacd pentru oricare V € V(a), VN A # (). Multimea

A:=adyA:={a € X : a este punct de aderentd al multimii A}

se numeste aderenta (inchiderea) lui A sau T-aderenta (inchiderea) multimii A.
Daca A = X, A se zice densd in X.

(iii). a se numesgte punct de acumulare sau T -punct de acumulare al multimii
A dacd si numai dacd pentru oricare V € V(a), (V \ {a}) N A # 0. Multimea

A" :={a € X : a este punct de acumulare al multimii A}

se numeste derivata lui A sau T -derivata multimii A.
(iv). O submultime F' a spatiului topologic (X, 7T) se numeste T -inchisa daca
si numai daci CF € T.

OBSERVATIA 1.1.3. Dacd A C X si 7 este topologie pe X, atunci:
(). Au loc incluziunile

A=U{D:DeTsi DCA}CACA=n{F:F esteinchisd si F D A};

(i) AeT <= A:;l§iAinchisé<:> A=A

DEFINITIA 1.1.4. Dacd (X,7T) si (X', 7’) sunt spatii topologice, functia f :
(X,T)— (X', T") se numeste continud in a € X dacd si numai daci

VvV eV(f(a)), 3V €V(a):Vx eV = f(z) e V'

[ (X, T)—= (X', T') se numeste functie continud de la X in X' daci si numai
daca f este continud in orice punct din X.

OBSERVATIA 1.1.5. Daci B(a) C V(a) este un sistem fundamental de vecinatati
ale lui a (relativ la T), iar B(f(a)) C V(f(a)) este un sistem fundamental de
vecindtiti ale lui f(a) (relativ la 77), f este continud in a <=

VB' € B(f(a)), 3B € B(a) :Vx € B= f(z) € B'.
Are loc urmitoarea "caracterizare a continuitatii pe spatii topologice":

PrOPOZITIA 1.1.6. Pentru f : (X,T) — (X', T') urmatoarele afirmatii sunt
echivalente.

(i). f este continud de la X in X'.

-1

(ii). VD' e T', f(D')eT.

DEFINITIA 1.1.7. (i). d: X x X — [0,00) se numeste distantd (sau metricd)
pe X daca, pentru oricare z,y §i z din X, sunt indeplinite urmétoarele proprietati:

(D1). d(z,y) =0z =1y;

(D2). d(y,x) = d(z,y) (adica d este o functie simetricd);



1.1. SPATII TOPOLOGICE SI SPATII METRICE 9

(D3). d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (relatia se numeste inegalitatea triunghivlug).
(i)). (X,d) se numegte spatiu metric, daci d este o distantd pe X.
(iii). Intr-un spatiu metric (X, d), pentru a € X si r € (0,00), se definegte

By(a,r) := Bg(a,r) :={z € X : d(a,z) <r},

numitd bila deschisd de centru a gi razd r.
(iv). Intr-un spatiu metric (X, d), pentru a € X si A C X, se definegte

dist(a, A) := inf {d(a,z) |z € A},

distanta de la a la A.
Daca nu este niciun pericol de confuzie, se omite indicele d.

ExempLUL 1.1.8. Pe R se considerd d(z,y) = |x — y|, pentru oricare z,y € R.
Din proprietitile functiei modul se obtine ca d este distantd pe R (numitd distanta
euclidiand pe R). Dacid a € R si r € (0, 00), atunci

B(a,r) := Bg(a,r) = (a—r,a+r).

DEerFINITIA 1.1.9. Fie (X,d) un spatiu metric. O submultime U a lui X se
numeste d-deschisd (sau deschisd in raport cu distanta d), pe scurt (daci nu este
niciun pericol de confuzie) deschisd dacid are proprietatea

Va € U, 3r, € (0,00) astfel incat B(a,r,) C U.
Fie 74 familia tuturor submultimilor deschise ale lui X.

OBSERVATIA 1.1.10. (i). 74 (definitd mai sus) este o topologie pe X (se numeste
topologia asociatd canonic lui d).
(ii). Orice spatiu metric este spatiu topologic Hausdorff.

DEFINITIA 1.1.11. Fie (X, d) spatiu metric.
(i). A C X se numegte mdrginité <= dr >0gix € X cu A C B(z,r).

(ii). A C P(X) se numegte acoperire a lui ¥ C X daca’Y ¢ |J A. O
AcA
submultime Y a lui X cu proprietatea ca din orice acoperire deschisi a lui Y, exista

Ao C A cu proprietatile Ag este finita gi raméane acoperire pentru Y, se numegte
compactd. Dacd X compactd, atunci (X, d) se numeste spatiu metric compact.

DEFINITIA 1.1.12. Fie (X, d) spatiu metric.
(). {zn}nen+ C X se numeste gir convergent daci existd a € X, astfel incat,
pentru oricare ¢ € (0, 00), existd n. € N* cu

neN, n>n. = d(z,,a) <e¢

a se numegte limita girului (x,)nen (deoarece, dacd ea existd, este unicd) si se

noteaza lim x,.
n— oo

(i)). (zn)nen+ C X se numesgte Cauchy daca pentru oricare £ € (0,00) exista
n. € N* astfel incat d(xp,4p, x,) < € pentru oricare n, p € N* cu n > n,.

DEFINITIA 1.1.13. Un spatiu metric (X, d) in care orice gir Cauchy este con-
vergent, se numeste spafiv metric complet.

OBSERVATIA 1.1.14. Sunt cunoscute urmaitoarele:

(i). Fie {&n}nen- C X §i @ € X. Dacd lim z, = a, atunci orice subsir al lui
n— o0

(Zn)nen+ are limita a.



10 1. PRELIMINARII

(ii). Dacd A C X si a € X, atunci
a€ A+ Iz, }nen C A, z, = a,

a€ A <= Hapnen C A\{a}, z, — a.

(iii). Orice gir convergent de elemente din X este Cauchy; dacd (zy)nen este
un gir Cauchy de elemente din X, atunci multimea {2, },en+ este miarginita.

(iv). Fie (zy,)nen un gir Cauchy de elemente din X avand proprietatea ca admite
un subsir convergent. Atunci (x,), este convergent (citre limita subsirului).

OBSERVATIA 1.1.15. (i). Spatiul euclidian R este un spatiu metric complet
(implicatia "gir Cauchy = sir convergent" se deduce din Lema lui Cesaro).

(ii). Deoarece in RP convergenta si proprietatea de sir Cauchy se "caracterizeazi
pe componente", se obtine completitudinea lui R?,

PROPOZITIA 1.1.16. Fie (X,d), (Y,d') spatii metrice i f : X — Y. Atunci f
este continud < pentru oricare © € X gi oricare gir (), C X, convergent la x,
sirul (f(xn))n CY este convergent la f(x).

Urmitoarea "Teorema de marginire a functiilor continue definite pe compacte"
este extrem de utila:

TEOREMA 1.1.17 (Weierstrass). Fie K o submultime nevidd, compactd a spati-
uwlui (X,d) ¢i f : (K,dxg) — R o functie continud. Atunci existd T, xp € K
astfel incadt

f@m) =f{f(z): z € K}, f(xm) =sup{f(z) :x € K}.

DEFINITIA 1.1.18. Se considerd (X, d) un spatiu metric. O functie f: X — X
pentru care existd ¢ € (0,1) astfel incat, pentru oricare z, y € X, d(f(x), f(y)) <
qd(x,y), se numeste contractie. ¢ se mai numeste factor de contractie.

TEOREMA 1.1.19 (Principiul contractiei). Se considera (X, d) un spatiu metric
complet si f : X — X o contractie. Atunci existd si este unic un punct a € X
astfel incdt f(a) = a.

1.2. Spatii vectoriale

1.2.1. Subspatii vectoriale.

DEFINITIA 1.2.1. O multime E este spatiu vectorial peste R daca sunt definite
doud operatii, una interioard (adica intre elementele lui E) notatd aditiv "+" si
una ezterioard (adicd intre elementele lui E gi numerele reale), notatd multiplicativ
"." " cu proprietitile:

(1) (E,+) formeazi un grup abelian;

(2) (a+p)-z=a-z+p-z,Va, R, Va € E,
B)a-(z+y)=a-z+a-y,VaceR Va,y € E,
4) (af)-z=a-(B-z),Va, BER, V€ E,

(5) 1-z==z,Vz e E.

Se va nota cu 0 vectorul nul al spatului (i-e. elementul neutru pentru "adunare").

ExempLUL 1.2.2. Multimea RP este prin definitie produsul cartezian Rx... x R.
—_——

p ori



1.2. SPATIT VECTORIALE 11
Pentru z,y € R?, z = (x1,...,2p), Yy = (Y1, .., Yp), @ € R, fie

def d
x4y lef (14 Y1s-- 0 Tp+Yp), - T e/ (ax1,...,0xp).

Pentru ugurinta scrierii se va scrie ax in loc de « - z.
Se verifica ugor cd operatiile de mai sus organizeaza pe RP ca spatiu vectorial.

OBSERVATIA 1.2.3. Se stie ca daca {E; : i € I} este o familie nevidd de
R—subspatii vectoriale ale lui F, atunci [ E; este R—subspatiu vectorial al lui

i€l
E.
Astfel, pentru A C E nevida,

ﬂ{F : F este R — subspatiu vectorial al lui F gi A C F} =: spgd

este cel mai mic (in raport cu relatia de incluziune) R—subspatiu vectorial al lui £
care contine A.

DEFINITIA 1.2.4. Dacd @ # A C FE atunci sprA se numeste acoperirea R—
liniard a lui A (sau R-subspatiul generat de A).

Este binecunoscut din algebra liniara rezultatul:

TEOREMA 1.2.5. Orice R-SV de dimensiune finitd (p := dimgFE) este izomorf
cu RP.

1.2.2. Varietati liniare.

DEFINITIA 1.2.6. O multime V' C E se numeste varietate liniard (reald) (sau
subspatiu afin (real)) dacd si numai dacd pentru orice z, y € V, 2 # y, dg,y C V.

OBSERVATIA 1.2.7. (i). Evident & este varietate liniara, E este varietate liniara
in E, iar pentru orice z,y € E, x # vy, d, este varietate liniara in E.

(ii). Pentru orice x € E, {x} este varietate liniard in E.

(iii). Se poate deduce simplu ci dacd V i V; sunt varietiti liniare in E, a € E,
si o € K, atunci a+ V', aV gi V 4 V; sunt varietéti liniare in F.

(iv). Pentru @ # V C E urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

(a). Ja € V : V — a este R—subspatiu vectorial in E.

(b). V este varietate liniard in E.

(c). Va € V,V — a este R—subspatiu vectorial.

Se poate deduce si cd F := V — a este singurul subspatiu vectorial real al lui
E pentru care V = F + a.

DEFINITIA 1.2.8. (i). Fie V C E o varietate liniard (reald). Din Observatia
1.2.7(iv), F :=V —a (unde a € V) este R-subspatiu vectorial al lui Egi V = F +q;
F este singurul subspatiu vectorial real al lui F pentru care V = F + a (pentru
oricare ¢ € V). dimg(V —a) se numeste dimensiunea afind a lul V si se noteazi cu
dimV.

In contextul precedent V se numeste varietate liniara paraleld cu F i pentru
oricare a,b € E\ F, a # b, a+ F §i b+ F se numesc varietdti liniare paralele.

(ii). O varietate liniard H in E se numeste hiperplan (real) in E daci si numai
dacd H este varietate liniard proprie i maximala in E.
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1.2.3. Operatori liniari si functionale liniare pe K-spatii vectoriale. Se
fixeazd E sau F' K— spatii vectoriale (pe scurt K—SV); Og (respectiv Or) noteazd
elementul nul al spatiilor E si F'

DEFINITIA 1.2.9. (i). Aplicatia L : E — F se numeste operator K—liniar dacd
si numai daca:

(L);. Pentru orice z,y € E, L(x +y) = Lz + Ly (adica L este aditiv).

(L)2. Pentru orice o € K, pentru oricare x € E, L(ax) = Lz (adici L este
K—omogen).

(ii).(a). Se considerd L(E,F) := {L € F¥ : L este operator liniar}, care este
evident un K-sub SV in F¥ (in raport cu operatiile uzuale de adunare si inmultire
cu scalari a functiilor).

(b). L(E,K) =: E* se numeste dualul algebric al lui E. Elementele lui E* se
numesc functionale liniare pe E; E* este evident un K-sub SV in K¥ (in raport cu
operatiile uzuale de adunare gi inmultire cu scalari a functiilor).

(iii). Pentru oricare L € L(E, F'). Se considera:

(a). Nucleul lui L: N(L) := ker(L) :L1 ({0p}) ={x € E: Lz =0p}.

(b). Imaginea lui L: R(L) := L(E) ={Lxz : x € E}.

(¢). Graficul lui L: G(L) :={(x,Lx):x € E} CE x F.

OBSERVATIA 1.2.10. (i). Pentru L € L(E, F), se poate verifica simplu ca:

(a). N(L) este K—subspatiu vectorial al lui E.

(b). R(L) este K—subspatiu vectorial al lui F.

(c). G(L) este K—subspatiu vectorial al lui E x F.

(ii). Multimea L(FE, F') inzestratd cu operatiile uzuale de adunare a doua functii
si de inmultire dintre constante gi functii este K—SV.

(iii). K-SV L(E,E) =: L(F) inzestrat cu operatia de compunere a dou#
functii este K—algebra in care Ir (operatorul identitate pe E) este unitate pentru
compunerea operatorilor.

(iv). G(E) :={L € L(E) : L este inversabil} este grup in raport cu operatia de
compunere.

1.2.4. Operatori liniari pe spatii vectoriale finit dimensionale. Este
binecunoscuta din algebra liniara

TEOREMA 1.2.11. Daci E este un K-spatiu vectorial de dimensiune finita (di-
mensiunea sa fiind n € N*), atunci E este izomorf cu K".

Fie F si F K-SV de dimensiune n si respectiv m (n,m € N*). Fie
&= {e17e27' .. >en}7 F = {flana .. '7f’m}7
baze in E, respectiv F. Fie T' € L(E, F) si se considers

T(ej) = (aljaanv' .. 7amj)7 ] = 17”3
in baza F.

DEFINITIA 1.2.12. Matricea, notatd A, ce are pe coloane coordonatele vecto-
rilor T'(e;), j = 1,n in baza F, se numeste matricea operatorului T in bazele £ i
F. Deci

a1 a2 ... Qin

(1.2.1) Ap = Ap(E,F) = as G2 ... Qg
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LeMA 1.2.13. Daca € baza in E si F bazd in F, iar T € L(E,F), exista si este
unicd matricea Ay = Ap(E,F) € Mpn(R) astfel incdt
(122) T(X)]: = Arxg,Vx € E.
xXge desemneazd vectorul componentelor lui x in baza E.

1.3. Continuitate si diferentiabilitate pentru functii de mai multe
variabile reale

Se va nota, pentru X = (z1,...,x,) € R?, ||x|| := /2 + ... 22,

DEFINITIA 1.3.1. (i). V C RP se numeste vecindtate o lui a € RP <= Je > 0,
B(x,e) C V, unde B(x,¢) := {x € RP | [[x —al| < ¢} este bila de centru a gi raza
e. Pentru a € RP, se considera

V(a) := {V C R”|V vecinitate a lui x} .

(ii). Fie D C R. Atunci a € R? se numegte punct de acumulare pentru D <
(VV eV(a))((V\{a}) N D #0). Se noteaza

D" :={acRr | a punct de acumulare pentru D} .
OBSERVATIA 1.3.2. Daci a € RP, atunci
acD < (Ve> 0)((B(a,e) \{a})ND # @).
In continuare, se vor considera functii f : D — R, D C RP,

fxe,. o xp) = (filzr, .., xp)s oo folma, oo xp)).

DEFINITIA 1.3.3. Se considera 1 = (I1,12,...1;) € R?si a = (a1,a2,...,a,) €
D’. Se spune ci f are limita 1 in punctul a <

= (VV e V1) (3EU e V(a)) (vX e U\ {a})n D) (f(x) € V).
1 este unica cu proprietatea de mai sus. Se scrie ligl f(x)=1L
PROPOZITIA 1.34. Fieae D', 1= (ly,...1,) € RP, atunci: hin fx) =1

x" = (2, 2y,...,2p)), o, D\ {a
< ( ( Doz © DAt} }:fj(xn)%lj,jZL‘@)

n R n R n R
xq 7&1,1}2 7@2,...,501)7(1[)

& (Vj = l,q) (em'std igf](x) §i ilg}if](x) = lj>.
DEFINITIA 1.3.5. Se spune ca f este continud in punctul a € D <—
— (VV € V(f(a)))(3U € V(a)) (vX eun D) (f(x) € V).

PRrROPOZITIA 1.3.6. f continud in a &
( (X” = (x?,xg, R ,.’L‘Z))nZl cD

TLR TLR 7LR
Ty 70/1,.’172 7@2,...7.'1717 70,1)

} = fi(x") % fi(@), j= Lq)

d (Vj = 17(1) (fj continud in a).
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ProroziTiA 1.3.7. Fie DCRP, ECR?, u:D —FE, f: E—R°siac D,
b:=u(a) € E. Dacd u este continud in a (pe D) iar f este continud in b (pe E),
atunci f ou este continud in a (pe D).

DEFINITIA 1.3.8. Fie D C RP, deschisd, a = (a1,...,a,) € D,u= (u1,...,up) €
RP versor. Atunci f este derivabila dupa directia lui u in a < urmatoarea limita

existd in RY:
o flat ) — fa)
t—0 t

Limita de mai sus se va nota —f(a) si se va numi derivata lui f dupa directia lui u
u

in a. Se deduce cd f este derivabild dupa directia lui uin a <= f; sunt derivabile
dupa directia luiuin a, Vj =1,q si

%(a) - (%(a),...7?ﬁl(a)> :

OBSERVATIA 1.3.9. Dacd u = e;, i = 1,p (versorii bazei canonice), se obtin
derivatele partiale ale lui f in a in raport cu x;:

of (a) = lim flar, ... ai_1, 2041, .. ap) — flay,...,a,)  Of (a).

8ei Ti—>a; T; — Q4 ' axl

Se deduce ca f este derivabild partial in raport cu x; in a <= f; sunt derivabile
partial in raport cu z; ina,Vj=1,¢g si

of .. _ (9N dfq

= (@ ow).

DEFINITIA 1.3.10. Fie D C RP, deschisd, a = (a1,...,a,) € D. Atunci f se
numeste derivabila (diferentiabild) in a <

(3T : R? — R liniara ) <1im fo) = fla) = Tix—a) _ R") .

*—+a |l — al|

Se deduce simplu ca aplicatia 7' cu proprietatea de mai sus este unica gi se va
numi derivata (diferentiala) lui f in a (T =: df(a) sau f'(a) sau Df(a)).
Se deduce ca f este diferentiabild in a <= f; sunt diferentiabilein a, Vj =1,¢

si
df(a) = (dfl(a)) R adfq(a)) ’
sau cu cealaltd notatie
f'@) = (fi(a)..... fy(a)) .
TEOREMA 1.3.11. Fie D C RP deschisda si a € D. Daca f este diferentiabila

0 .
in a, iar u € RP versor, atunci existd a—f(a) §i 8—(a) =df(a)(u). In particular,
u u
Vi=1,p

gxfl (a) =df(a)(e;) = f'(a)(e;).

COROLARUL 1.3.12. Fie D C RP deschisa si a € D. Daca f este diferentiabila
in a, atunci rezultd ca Yv = (v1,...,v,) € RP,
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sau, dacd se noteazd cu dx; aplicatiile proiectie pe axe, se obtine
b )

Z (9mZ a)dz;.

DEFINITIA 1.3.13. Fie D C RP deschisa i a € D. Daca f este diferentiabila in

a, atunci se va nota
af;
J¢(a) = (a; (a)) I
v Jj=1l,q,i=1,p

J¢(a) se va numi Jacobiana lui f in a.

OBSERVATIA 1.3.14. J¢(a) este matricea asociatd diferentialei df (a) (sau f'(a))
in bazele canonice ale lui R” gi R?. Rezulta cd Vv = (v1,...,vp) € RP,

U1

df(a)(vla cee avp) = Jf(a) !

Up
Au loc urmitoarele "Criterii de diferentiabilitate":

ProrozITIA 1.3.15. Fie D C RP deschisa si f : D — R. Atunci f este
diferentiabild in a € D <

(i). exista derivatele partiale / (a)eR,i=1,...,p;

769~ ) = Y L o), — )
(ii). lim II;:i aHZ —0 e R

ProrozITIA 1.3.16. Fie D C RP deschisa ¢i a € D. Daca exista derivatele

partiale ,i=1,p pe o vecindtate a lui a (pe D) si sunt continue in a (pe D),

dz;
atunci f diferentiabila in a (pe D).

Au loc urmatoarele relatii pentru expresia diferentialei si a derivatelor partiale
de functii compuse:

ProproOzITIA 1.3.17. Fie f : ECRP — F C RY, E, F deschise, g: F C R? —
R. Se va nota variabila functiei f cu x = (x1,...,xp) tar variabila functiei g cu
y=1,...,Yq). Functia compusa h = go f are forma

h(x) = g(f(x)) = 9(/1(%), ..., f4(x)) =

=g(fi(zr,...,2p)s oo, folxr, .. xp)).
Atunci, daca f diferentiabila (derivabil@) in x, iar g iny = f(x), atunci go f
diferentiabila (derivabild) in x gi d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (x), adicd

Jgor (%) = Jo(f (%)) - J5 (%),

SNG4t 2L (L) 4t

39 of ,
(()) q( ), i €{L,...,p}.
Se va mai scrie, in contea:t abstmct,

(g0 f)(x) =4 (f(x))o f'(x),

sSau
oh g

5, = 3,
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D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).

DEFINITIA 1.3.18. Fie D C RP deschisa si a € D. Se presupune ci pe o
vecindtate V a lui a exista derivata partiald in raport cu una din variabile, x;. Daca
of
a.’Ei

. . . L o [0
admite derivata partiald in raport cu variabila z; in punctul a, — / (a),
Bacj sz
2
aceasta se noteaza

O (a) si se numeste derivata partiald de ordin doi in raport
cu T; §T; a func;fieijf izn punctul a. Se spune ca f admite derivatd partiald de
ordin doi in raport cu x; $i x; in a. Dacd i = j, atunci derivata de mai sus se
noteaza gi‘;(a) si se numeste derivata de ordin doi in raport cu x; a functiei [ in
a. Pentru ¢ = 1 se va nota

i) = (G @) M)

5,j=1,p

si se va numi Hessiana lui f in a.
Daca derivatele partiale de ordin doi existd in fiecare punct din D se spune ci
f admite derivate partiale de ordin doi pe D.

TEOREMA 1.3.19 (Fermat). Fie f : D C RP—R (D deschisi) o functie care
admite derivate partiale de ordinul intdi in raport cu toate variabilele intr-un punct
a € D. Dacd a este punct de extrem local, atunci

@116 = (e g @ 5 @) =0,

i.e. a este punct critic pentru f.

TEOREMA 1.3.20. Fie f : D C RP—R (D deschisi) o functie de clasi C? pe
D (cu derivate partiale de ordin doi continue pe D) si a € D un punct critic.

(i). Daca Hy(a) este pozitiv definitd, atunci a este punct de minim local pentru
/-

(it). Dacd Hy(a) este negativ definitd, atunci a este punct de mazim local
pentru f.

(iii). Dacd in plus f este de clasi C* si H¢(a) este nedefinitd, atunci a nu este
punct de extrem local pentru f.

OBSERVATIA 1.3.21. "Teorema lui Fermat" afirma ci punctele de extrem sunt
critice, iar Teorema 1.3.20 da "conditii suficiente de extrem" pentru un punct critic.

PROPOZITIA 1.3.22 (Sylvester). Fie A = (aji);;_1; 0 matrice simetrica de tip
n X n. Sunt adevdrate echivalentele:

(i). A este pozitiv definitd < toti minorii diagonali A = aq1,
Ay = | @1 012
az1 a2
(ii). A este negativ definitd < Ay <0, Ay >0, ..., (=1)" A, > 0.

, oo Ay =det A, sunt strict pozitivi.

DEFINITIA 1.3.23. (i). Se numeste segment de extremitati x; $i Xo, in RP
multimea de puncte {x € RP | x = (1 — ¢)x1 + tx2, t € [0,1]}.

(ii). © C R? se numeste convexd daci oricare ar fi doud puncte x;, xo din £,
segmentul de extremititi x; gi x5 este inclus in €.
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TEOREMA 1.3.24 (Formula lui Taylor cu rest Lagrange). Fie f: D C RP - R,
o functie de n+1 ori derivabild, unde D este o multime convexd, deschisd. Atunci
oricare ar fix gi a in D exista un punct c pe segmentul de extremitdati a si x astfel
incat

1 < Of
f(X) *f( )‘i’iz 87371( )(l’Z al)+
41 zp: Lt Y e .
[ L= 0x;, 0%, Tiy — A4y J(Tiy — iy
TL' i i awil e 6$in Liy Qiy .. xzn azn

1 Ld ontlf
CEs > Bor o D@ = i) @iy = @)

11,0 int1=1

1.4. Teorema de inversare locala si teorema functiilor implicite - cazul
finit dimensional

TEOREMA 1.4.1 (Teorema de inversare locald - cazul finit dimensional). Fie
G C R"™ deschisd, a€ G, f: G — R", G CR", cu f derivabild pe G, [’ continua
in a si se presupune ci I(f'(a))"L. Atunci IU C R™ deschisa $i 3V C E deschisd,
cu a €U astfel incdt :

- f:U — V bijectie;

— f~1 derivabild pe V;

—(f~Y) continud i b = f(a).

OBSERVATIA 1.4.2. Fie F: U x V — RP unde U C R*, V C RP deschise. Deci
F=F(xy),x=(x1,...,21) €U CRF y = (y1,...,y,) €V C R

0
Sevanotacu Dy F(x,y), — (x,v), Fr(x,y), sau cu Jry(x,y) matricea derivatelor

dy
partiale ale lui F, ..., F}, in raport cu y1, ..., ¥p:
oy1  Oyz y
OF, OF 0
dyr  Oya Op |,
oy Oy 8yp
calculate in (x,y). Evident Jry(x,y) € Mp(R). Se va nota
O(Fy,..., Fp)
detJry(x,y) =: — P xX,Y)-
FY( ) a(yl"”’yp)( )

OF
Analog, se va nota DxF(x,y), 6—(){, y), sau FL(x,y), sau cu Jpx(x,y) ma-
x

tricea derivatelor partiale ale componentelor Fy, ..., F}, in raport cu z, ...,
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Tk
ox ox oz
0x1 0xo Oy, ,
Oox1 0Oxo oxy,

calculate in (x,y). Evident Jpx(x,y) € M, 1 (R).

Se vor nota tot cu Dy F(x,y), a—(x,y), etc. gi aplicatiile liniare corespunzi-
x

toare (aganumite "diferentiale partiale").

TEOREMA 1.4.3 (Teorema functiilor implicite - cazul finit dimensional). Fie
F:UxV = RP, unde U C R*, V C RP deschise. Presupunem ci F este de clasd
Cl pe U x V. Fie (X0,y0) € U x V pentru care:

(1) F(x0,y0) = 0;

(2) matricea Jpy(x0,y0) este inversabild.

Atunci:

(a) dU, Cc U, Uy € V(Xo), Vi cV, Vi e V(yo),’

(b) 3f : Uy — V1 astfel incdt f(xo) =yo st F(x, f(x)) =0, Vx € Uy.

Mai mult, f este de clasa C' si

Tp(x) = = Jpy (%, f(x) 7" Trx(x, f(x)).

1.5. Diverse integrale

1.5.1. Integrale cu parametru. I. Fie I = [a,b] C R i J C R un interval
arbitrar gi fie f: I x J = R.

DEFINITIA 1.5.1. Daca functia partiala a lui f in raport cu z(x € [a,b]) este
integrabild pe [a, b], pentru oricare ¢ € J, atunci are sens si se considere

b
F:JoR F() :/ f@ t)da, t e J.

Are loc

PROPOZITIA 1.5.2. Fie f: I x J = R, f continua (I = [a,b], J = [e,d]). Se

presupune cd derivata % exista gi este continud in I X J. In aceste conditii, functia

F(t) = f:f(x,t)dx este derivabild pe J si derivata este datd de:

b
F'(t) = / %(x,t)dm, teJ

In plus F'(t) este continud pe J.

IT. Se consideri situatia in care parametrul apare atat in expresia functiei care
se integreaza cat si la limitele gi conditiile de derivabilitate.

DEFINITIA 1.5.3. Fie f : I x J = R (I = [a,}], J = [¢,d]). Presupunem ci
functiile partiale ale lui f in raport cu x sunt integrabie pe [a,b]. Fie a si b doua
functii definite pe J si cu valori in I. In aceste conditii, integrala
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b(t)
F(t)= flz,t)dx
a(t)
are sens pentru orice ¢ € J.

Are loc o propozitie similara lui 1.5.2.

TEOREMA 1.5.4. Fie f : I x J — R continua (I = [a,b],J = [c,d]), iar a si
b doua functii derivabile pe J cu valori in I. Presupunem cd f admite, pe I x J,
derivatd partiala in raport cu t continud, in aceste conditii, fuctia
b(t)
F(t)= (z,t)dx
a(t)

este derivabild pe J gi

b(to)
Fito) = [ N & (o) + £ (blto), to) ¥/ (t0) — f(alto).to) - a'(10),

pentru to € J.

1.5.2. Intregrale duble. Dacid D C R? domeniu plan compact (i.e. inchis
gl marginit), misurabil Jordan gi f : D — R, se poate defini conceptul de integra-
bilitate Riemann bidimensionald (a lui f pe D) analog cazului unidimensional (cu
diviziuni, sisteme de puncte intermediare, sume Riemann).

DEFINITIA 1.5.5. Dacd se imparte D in subdomenii compacte, masurabile Jor-
dan AD;, de arii AA;, i =1,...,n (familia {AD;}, 1, se numeste diviziune a lui

D), si se considerd (&;,n;) € AD;, ¢ = 1,...,n (familia {(&;,7;)},_1= se numesgte

i=1,n
sistem de puncte intermediare asociat diviziunii {AD;} ) se poate defini suma

i=1,n
> F(&mi)AA;,
1=1

numita suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii {AD;},_1— si sistemului de
puncte intermediare {(&;,n:)}
Se considera limita

i=1,n"

Jim ; FEm)AA;,

unde limita este luatd dupa n — oo astfel incat diametrul subdomeniilor AD; tinde
la zero (||AD;|| — 0). Dacd limita existd pentru orice sir de diviziuni ca mai sus gi
orice gir de sisteme de puncte intermediare asociat diviziunilor gi este mereu aceeasi,

ea se noteaza cu
// f(z,y)dzdy,
D

se numeste integrala dubld a lui f pe D, iar functia f se numegte integrabild Riemann
bidimensional pe D.

TEOREMA 1.5.6. Orice functie continud f : D — R (D C R? domeniu plan
compact, masurabil Jordan) este integrabild Riemann bidimensional pe D.



20 1. PRELIMINARII

TEOREMA 1.5.7 (Fubini). Fie v, : [a,b] = R functii continue, ¢ < b,
D= {(x,y) e R? ‘ x € [a,b], p(x) <y < w(x)}
si f: D — R continua. Atunci f este Riemann integrabild pe D gi

b [ (=)

[ swwazay= [ | [ty | dn
D a )

1.5.3. Integrale triple. Daci K C R? domeniu compact, masurabil Jordan
si f: K — R, se poate defini conceptul de integrabilitate Riemann tridimensionala
(a lui f pe K) analog cazurilor uni si bidimensional.

ez

DEFINITIA 1.5.8. Dacéa se imparte K in subdomenii compacte, masurabile Jor-
dan AK;, de volume AV;, i = 1,...,n (familia {AK;} se numeste diviziune

i=1,n
a lui K), si se considerd (&;,n;, ;) € AK;, i = 1,...,n (familia {(gi,ni,ui)}i:ﬁ
se numesgte sistem de puncte intermediare asociat diviziunii {AK;}, 1) se poate

defini suma
n

> F(E&mim)AV;,
i=1
numita suma Riemann asociata functiei f, diviziunii {AK;}, 1+ si sistemului de
puncte intermediare {(&;, n;, 1t;)}
Se considera limita

i=1n"

n—oo

lim Z f(ga Nis MZ)A‘Z“
i=1

unde limita este luatd dupa n — oo astfel incat diametrul subdomeniilor AK; tinde
la zero (||AK;|| — 0). Daca limita existd pentru orice gir de diviziuni ca mai sus
si orice sir de sisteme de puncte intermediare asociate diviziunilor si este mereu

aceeasi, ea se noteazd cu
/ / / f(@,y, 2)dedydsz,
K

se numegte integrala tripla a lui f pe K, iar functia f se numegte integrabila Rie-
mann tridimensional pe K.

TEOREMA 1.5.9. Orice functie continud f : K — R (K C R? domeniu plan
compact, masurabil Jordan) este integrabild Riemann tridimensional pe K.

TEOREMA 1.5.10 (Fubini). Fie ¢, : D — R functii continue, ¢ < (D C R?
compact, masurabil Jordan),

K :={(2,y,2) eR*|(2,y) € D, p(z,y) < 2z < (z,y)}
st f: K — R continuda. Atunci f este Riemann integrabila pe K gi

Y(z,y)

///f(x,y,z)dxdydz = // / f(z,y, z)dz | dady.
K D

e(z,y)
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1.5.4. Integrale de suprafata.
DEFINITIA 1.5.11. O pdnzad poate fi datd sub forma
x = r(u,v),
u, v parametrii reali, sau deoarece in coordonate carteziene
x = xi+ yj + 2k,
mali precis

x = p(u,v)
(1.5.1) S: ¢ y=v¢u,v) , (u,v) €D,
z = x(u,v)

(D C R? compact, masurabil Jordan), ¢, ¥, x € C*(D).

OBSERVATIA 1.5.12. Se poate defini conceptul de panze echivalente, se poate
deduce ca doud panze echivalente au aceeagi imagine. Se deduce simplu ci re-
latia de echivalentd a panzelor este o relatie de echivalentd pe multimea tuturor
panzelor, clasele de echivalentd numindu-se suprafete. Se va folosi, prin abuz, cu-
vantul suprafatd si pentru panza.

Curbele parametrice u =constant, v =constant stabilesc un sistem de coordo-
nate pe suprafatd. Elementul fundamental pentru definirea integralei de suprafata

este elementul (diferential) de arie do (in plan, la integrale duble, acesta era
dA = dxdy).

. 0 0
In fiecare punct P al suprafetei dx = —rdu—l— —rdv genereazd planul tangent la

ou ov

suprafatd. In particular directiile curbelor parametrice u =constant, v =constant

sunt date de dx; = —rdu, dxy = —rdv.
ou ov 5 5
Produsul vectorial dx; x dxg = a X —rdudv este normal planului tangent

ou  Ou

or x 22| este chiar aria paralelogramului (diferential) de
ou Ou

coordonate. Aceasta impune

in P, iar marimea sa

DEFINITIA 1.5.13. (i). Elementul (diferential) de arie do al unei suprafete date
ca mai sus este

o or
ou Ov
(ii). Pentru F : Q — R continua, 2 C R3, S o suprafati de clasa C* data ca

mai sus cu ImS C , se defineste integrala de suprafata de prima speta a lui F' pe
S ca fiind

é [ .20 = é [ Pt vt o) ) | 5o x 50

OBSERVATIA 1.5.14. (i). Dacid suprafata este datd sub form3 explicitd z =
f(z,y), mai precis

do = dudv.

dudv.
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(D C R? compact, masurabil Jordan), f € C1(D), atunci

Or _,,0f ov . 0f o or_ of of
%71+8uk’ 8U7J+8vk’ 6uxavik ou v
de unde
or _or| of\>  [of\?
deci

//F(x,y,zm - // F(u,v,f(u,v))\/l + (gi)z + (gi)zdudv.
S D

(ii). Daca suprafata este datd sub forma implicitd G(z,y, z) = 0, se stie ci in
fiecare punct al sdu campul gradient VG este perpendicular pe planul tangent la
suprafati, deci si la suprafati; asadar

o on
VG ou Ov

Ve T o o
ou  Ov
TEOREMA 1.5.15. Daca suprafata S este data prin
z = ¢(u,v)
S y:z{)(u,v) ,(U,U)ED,
z = x(u,v)

(D C R? compact, mdsurabil Jordan), o, ¥, x € C1(D), iar F : Q — R continud,
Q C R? cuImS C Q, atunci

// F(z,y,z)do = // F(o(u,v),¥(u,v), x(u,v))V EG — F2dudv,
s D

unde FE, F, G sunt coeficientii primei forme fundamentale ai lui S:
2 2 2 2 2 2
E=(¢,) + @)+ ) G= () + @) +(x)",
F =, ¢y + ¥, ¥y + Xu - Xo
DEFINITIA 1.5.16. Pentru P, Q, R : Q2 — R continue, Q C R? deschiss,

x = @(u,v)
S iU:?ﬁ(U’U) ,(U,U)GD,
z = x(u,v)

(D C R? compact, masurabil Jordan) o suprafatd cu doud fete, de clasa C' cu
ImS C Q, se defineste integrala de suprafatd de a doua spetd a lui V. = (P,Q, R)
pe ST ca fiind

// P(z,y, z)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
S+

S ACT SR
S

unde ST este fata exterioard a suprafetei S, iar n este cimpul versorilor normali la
fata exterioard a suprafetei S (V - n desemneazi produsul scalar al lui V cu n).



CAPITOLUL 2

Complemente de analiza pe varietati

Se definegte conceptul de varietate (n — 1)-dimensionald in R™; se deduce ci, in
fiecare dintre punctele sale, M are un plan tangent (n — 1)-dimensional. Se discutd
,mnetoda multiplicatorului Lagrange”, care afirma ca: pentru a maximiza sau a min-
imiza functia f : R™ — R supusi ,constrangerii” g (z1,...,2,) = 0, este suficient
a rezolva ecuatiile scalare g(x) = 0, Vf(x) = A\Vg(x), pentru n 4+ 1 ,necunoscute”
Z1,-.-,%n, A; dacd aceste ecuatii au mai multe solutii, putem determina care (daci
existd) dd un maxim si care dd un minim, calculand valoarea lui f in fiecare.

Se definegte conceptul de varietate k-dimensionald in R"™; se deduce cd, daca
M este o varietate k-dimensionald in R™, atunci, in fiecare dintre punctele sale, M
are un plan tangent k-dimensional. Se deduce o generalizare a "Teoremei functiilor
implicite". Din ea se deduce faptul ca solutia a m ecuatii in n > m variabile este,
in general, o varietate (n — m)-dimensionala in R™, ceea ce conduce la o gener-
alizare a "metodei multiplicatorului Lagrange", numita "metoda multiplicatorilor
Lagrange".

Se definegte conceptul de petic (patch) neted (sau de clasid C*); varietatea k-
dimensionald in R® M se va numi netedd (sau de clasi C') daci este o reuniune
de petice netede; se deduce ca o submultime M a lui R™ este o k-varietate net-
edd daca este, local, imaginea unei aplicatii de clasid C! obisnuite, definitd pe o
submultime deschiss a lui R*. Pentru o varietate k-dimensionald in R™ neteds se
definesc conceptele de pachet de coordonate si de atlas, dar si ce inseamni ca ea este
orientabila. Se definesc apoi notiunile de k-celuld orientatd si de regiune celulata
orientatd intr-o k-varietate netedd M C R”. In final se defineste conceptul de k-
varietate-cu-bord neteda orientatd compacta, ca fiind o regiune compacta V' intr-o
k-varietate orientatd M C R™, astfel incat frontiera sa OV este o (k — 1)-varietate
netedd (compactd). O forma k-diferentiald o pe o multime U C R"™ este o aplicatie
care asociazi in fiecare punct x € U o functie k-multiliniara alternatd a(x) = ax pe
R"; pentru o astfel de forma de clasa C! pe R” si pentru ¢ : Q — R" o suprafat
k-dimensionals de clasa C' se poate vorbi despre integrala lui a pe ¢. Se enunta
(fard demonstratie) Teorema lui Stokes referitoare la integrala unei (k — 1)-forme
diferentiale de clasd C' care este definitd pe o submultime deschisi din R™ care
contine o k-celula orientatd, respectiv o regiune celulatd orientata, respectiv o k-
varietate-cu-bord neteda orientatd compactd intr-o k-varietate orientata M C R™.
In final, se definegte ce inseamna un "patch" (petic) de suprafatd k-dimensionals
in R”, precum si aria sa.

Toate din conceptele si rezultatele din acest capitol sunt necesare in ultimul
capitol, pentru a da un caracter autocontinut lucrarii. Multe propozitii sau teoreme
sunt doar enuntate, deducerea lor fiind prea laborioasd si necesitand cunotinte
suplimentare avansate de analizd pe varietati.

Sursele bibliografice utilizate sunt [1], [2].
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2.1. Multiplicatori Lagrange

OBSERVATIA 2.1.1. Fie D o submultime compact3 (adica inchisa si mirginitd) a
lui R™. Daca functia f : D — R este continua atunci, prin Teorema lui Weierstrass,
existd un punct p € D la care f isi atinge maximul (absolut) valoarea pe D (si
in mod similar f atinge o valoare minim# absolutd pe D). Punctul p poate fi fie
un punct frontierd, fie un punct interior al lui D. p este un punct de frontiera al
lui D daca si numai daci fiecare bild deschisa centratd pe p contine atat puncte
de D, cat si puncte de R™ \ D; un punct interior de D este un punct de D care
nu este un punct frontierd. Astfel p este un punct interior al lui D daci si numai
daca D contine o bila deschisa centrata in p. Multimea tuturor punctelor frontiera
(interioare) ale lui D se numeste frontiera (interiorul) lui D.

De exemplu, bila deschisd B,.(p) este interiorul bilei inchise B,.(p); sfera S,.(p) =
B,(p) \ B,(p) este frontiera sa.

DEFINITIA 2.1.2. Fie D o submultime compactd (adic inchisd si marginitd) a
lui R™. Spunem ca functia f : D — R are un mazim local (respectiv, minim local)
pe D in punctul p € D daca si numai daca existd o bila deschisa B centrata in p
astfel incat f(x) < f(p) [respectiv, f(x) > f(p) ] pentru toate punctele x € BN D.
Astfel, f are un maxim local pe D in punctul p daca valoarea sa in p este cel putin
la fel de mare ca in orice punct ,in apropierea” sa, din D.

In problemele de maxim-minim aplicate, multimea D este adesea multimea de
puncte de pe sau in interiorul unei suprafete n — 1 dimensionale inchise si marginite
S in R™; S este atunci frontiera lui D. Se va vedea ca, daca functia diferentiabild
f D — R are un maxim sau un minim local in punctul interior p € D, atunci
p trebuie sa fie un punct critic al lui f, adicd un punct in care toate derivatele
partiale de ordin 1 ale lui f se anuleazi, deci Vf(p) = 0. Punctele critice ale
lui f pot fi gdsite (in principiu) prin ,setarea derivatelor partiale ale lui f toate
egale cu zero si determinand pe zi, ..., x,”. Determinarea punctelor critice in
cazul multidimensional nu difera esential de aflarea lor in cazul bidimensional deja
discutat (recapitulat).

Daci, totusi, p este un punct frontiera al lui D in care f are un maxim sau un
minim local pe D, atunci situatia este destul de diferita - localizarea acestor puncte
este o problema de tip "multiplicatori Lagrange". Metodelele de studiu se bazeaza
pe urmitorul rezultat.

TEOREMA 2.1.3. Fie S o multime tn R™ si ¢ : R — S o curba diferentiabila cu
©(0) = a. Daca | este o functie diferentiabild cu valori reale definita pe o multime
deschisd care contine S si f are un mazim local (sau un minim local) pe S in a,
atunci gradientul vectorul V f(a) este ortogonal pe vectorul viteza ¢ (0).

COROLARUL 2.1.4. Daca U este o submultime deschisa a lui R™ si a € U este
un punct in care functia diferentiabila f : U — R are un mazim local sau un minim
local, atunci a este un punct critic al lui f, i.e. Vf(a)=0.

2.2. Varietati

Se va defini ce este o suprafatd (n — 1)-dimensionald. Pentru inceput, dorim ca
o suprafatd (n — 1)-dimensionald (numita (n — 1)-varietate in definitia de mai jos)
si fie o multime in R™ care are in fiecare punct un plan tangent (n— 1)-dimensional.
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DEFINITIA 2.2.1. (i). Multimea M din R™ se spune cid are un plan tangent
k-dimensional in punctul a € M daca reuniunea tuturor dreptelor tangente in a, la
curbele diferentiabile cu imaginea in M care trec prin a, este un plan k-dimensional
(adica este o translatie a unui subspatiu k-dimensional al R"™).

(ii). O varietate va fi definitd ca o uniune de multimi numite ,patch-uri”
("petic"). Fie m; : R®™ — R"~! aplicatia proiectie care "sterge coordonata a i-
a", adica,

i (1, ooy @n) = (1,0 oy Ty o v oy Tn)
unde simbolul Z; inseamna ca coordonata x; a fost stearsa din n-tuplu, lisdnd un
(n — 1)-tuplu sau punct din R"~!. Multimea P din R™ se numeste "patch” (petic)
(n—1)-dimensional daca si numai daca existd ¢ < n gi exista o functie diferentiabila
h:U — R, definité pe o submultime deschisa U C R"~!, astfel incat

P={xeR":m(x)eU si z;=h(mkx)}.

OBSERVATIA 2.2.2. Multimea P definitd mai sus este graficul in R™ al functiei
diferentiabile h, gandind h ca fiind definit pe o submultime deschisa a (n — 1)-
hiperplanului de coordonate 7; (R™) care este generat de vectorii bazei canonice
€1,...,€,-1,€+1,...,€,. Altfel spus, coordonata ¢ a unui punct din P este o
functie diferentiabila a celor n — 1 coordonate ramase. Se va vedea in demonstratia
Teoremei 2.2.5 c fiecare petic (n — 1)-dimensional din R™ are un plan tangent
(n — 1) dimensional in fiecare dintre punctele sale.

DEFINITIA 2.2.3. Multimea M din R™ se numeste varietate (n—1)-dimensionala
(sau simplu o (n—1)-varietate), dacd si numai daci fiecare punct a € M se afld intr-
o submultime deschisd U de R™ astfel incat UNM este un patch (n—1)-dimensional
(a se vedea Figura 2.2.1).

Patch Patches

F1GURA 2.2.1. Definitia varietatii

OBSERVATIA 2.2.4. O varietate este o reuniune de petice, desi acest lucru nu
este chiar corect, deoarece intr-o unire arbitrara de petice doud dintre ele s-ar putea
intersecta ,,gresit”.

TEOREMA 2.2.5. Dacd M este o varietate (n — 1)-dimensionald in R™, atunci,
in fiecare dintre punctele sale, M are un plan tangent (n — 1)-dimensional.

DEMONSTRATIE. Cum a € M, dorim si ardtam ci reuniunea tuturor dreptelor
tangente in a, la curbele diferentiabile prin a de pe M, este un plan (n — 1)-
dimensional sau, echivalent, cd multimea tuturor vectorilor viteza ai unor astfel de
curbe este un subspatiu (n — 1) dimensional al lui R™.
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Faptul ca M este o (n — 1)-varietate inseamna ci, intr-o vecinitate a lui a,
M coincide cu graficul unei functii diferentiabile h : R — R. Adica, pentru un
i<n,x; =h(xy,...,24,...,2T,) pentru toate punctele (z1, ..., x,) din M suficient
de aproape de a. Si considerdm cazul i = n (de care celelalte cazuri diferd doar
printr-o permutare a coordonatelor).

Fie ¢ : R — M o curba diferentiabild cu ¢(0) = a si fie v : R — R L
= mop, unde 7 : R® — R"~! este proiectia obisnuita. Dacd ¢(0) = b € R* 71,
atunci imaginea lui ¢ "aproape de" a se afla ,deasupra” imaginii lui ¥ "aproape
de" b. Adicd ¢(t) = (¥(t), h(¥(t)) pentru ¢ suficient de aproape de 0. Aplicand
regula lantului, se obtine

n—1
(2:2.1) #(0) = (/(0), VA(b) -¢'(0)) = 3 ¥/(0) (ei, Dih(b))

unde ey, ..., e,_; sunt vectorii bazei canonice in R"~'. In consecinta, ¢’(0) se afla
in subspatiul (n — 1)-dimensional al lui R™ generat de n — 1 (in mod clar liniar
independent ) vectori

(e17 Dlh(b)) LA (en—la Dn—1h<b)) .

Dat fiind un vector v = Z?:_ll v; (e;, D;h(b)) din acest spatiu (n—1)-dimensional,
se considerd curba diferentiabild ¢ : R — M definita de

o(t) = (b+tw, h(b + tw)),

unde w = (vq,...,v,_1) € R*7L. Din (2.2.1) este clar cd ¢'(0) = v. Astfel, fiecare
punct al subspatiului nostru (n — 1)-dimensional este vectorul viteza al unei curbe
prin a pe M. U

2.3. Teorema functiilor implicite

OBSERVATIA 2.3.1. Pentru a aplica Teorema 2.2.5, trebuie sa putem recunoaste
o (n — 1)-varietate. Se va da in Teorema 2.3.3 de mai jos o conditie suficienta utila
ca o multime M C R"™ si fie o (n — 1)-varietate. Pentru demonstrarea sa avem
nevoie de urméatoarea teorema de baza. Se afirma cd dacd g : R® — R este o
functie de clasa C! si g(a) = 0 cu una din derivatele partiale D;g(a) # 0, atunci pe
o vecindtate a lui a ecuatia

g(@1,...,2,) =0

poate fi ,rezolvatd pentru z;, in functie de variabilele rdmase”. Aceasta implica
faptul c&, pe o vecinitate a lui a, multimea S = ¢g~'(0) aratd ca un petic (n — 1)-
dimensional, deci ca o (n — 1)-varietate. Se va prezenta aceastd teoremd pentru
i =n.

TEOREMA 2.3.2 (Teorema functiilor implicite - forma "clasicd"). Fie G : R™ —
R de clasi C' si presupunem ci G(a) = 0, iar D,G(a) # 0. Atunci ezisti o
vecinatate U a lui a si o functie diferentiabila F' definita pe o vecinatate V a lui
(a1,...,an_1) € R*71 astfel incdt

UNGH0)={xeR": (x1,...,2p 1) EV sixy=F(x1,...,001)}.
In particular,
G(x1,...,xn-1,F(x1,...,25-1)) =0,
pentru toti (z1,...,Tn_1) EV.
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TEOREMA 2.3.3. Se presupune ci g : R” — R este de clasd C'. Dacd M este
multimea tuturor acelor puncte x € S = g=1(0) cu Vg(x) # 0, atunci M este o
(n—1)-varietate. Dat fiind a € M, vectorul gradient Vg(a) este ortogonal la planul
tangent la M in a.

EXEMPLUL 2.3.4. Dacd g(x) = 2% +---+ a2 — 1, atunci M este "sfera unitate"
S7=1 din R", deci Teorema 2.3.3 oferd o demonstratie rapida cd S~ ! este o (n—1)-
varietate.

Toate cele anterioare permit a demonstra

TEOREMA 2.3.5. Sd presupunem cd g : R" — R este de clasd C* si fie M
multimea tuturor acelor puncte x € R™ in care g(x) = 0 si Vg(x) # 0. Daca
functia diferentiabila f : R™ — R atinge un mazim sau un minim local pe M in
punctul a € M, atunci

(2.3.1) Vf(a) = AVg(a),
pentru un numdr A (numit ,multiplicatorul Lagrange”).

DEMONSTRATIE. Din Teorema 2.3.3, M este o (n — 1)-varietate, deci M are
un plan tangent (n — 1)-dimensional, cu Teorema 2.2.5. Vectorii V f(a) si Vg(a)
sunt ambii ortogonali la acest plan tangent, din Teoremele 2.1.3 si, respectiv, 2.3.3.
Deoarece complementul ortogonal la un subspatiu (n — 1)-dimensional al lui R™ este
unidimensional, rezultd cd Vf(a) si Vg(a) sunt coliniare. Deoarece Vg(a) # 0,
acest lucru implica faptul ca V f(a) este un multiplu al lui Vg(a).

OBSERVATIA 2.3.6. Conform teoremei anterioare, pentru a maximiza sau a
minimiza functia f : R™ — R supusi ,constrangerii”

g(x1,...,25) =0,
este suficient a rezolva ecuatiile scalare
g(x) =0, si  Vf(x)=2AVy(x),

pentru n + 1 ,necunoscute” x1,...,x,, A. Daca aceste ecuatii au mai multe solutii,
putem determina care (dacd existd) did un maxim si care dd un minim, calculand
valoarea lui f in fiecare. Aceasta este pe scurt ,metoda multiplicatorului Lagrange”.

Se doregte generalizarea "metodei multiplicatorului Lagrange" astfel incat sa
putem maximiza sau minimiza o functie f : R™ — R supusd mai multor "constran-
geri"

(2.3.2) a(x)=0,...,9m(x) =0,

unde m < n.

De exemplu, si presupunem ci dorim si maximizam functia f(z,vy,z) = 22 +
y? + 22 in conditiile 2% +y? = 1 si x +y + 2z = 0. Intersectia cilindrului 2 +y? = 1
si a planului 2 + 3 + z = 0 este o elipsd in R? si se cere pur si simplu distanta
maxima de la origine pand la un punct al acestei elipse.

Dacd G : R® — R™ este aplicatia ale carei functii componente sunt functiile
gi,---,9m, atunci ecuatiile (2.3.2) pot fi rescrise ca G(x) = 0. Multimea S =
G~1(0) poate fi (intr-un anumit sens) o suprafatd (n — m)-dimensionald in R™ .
Pentru a fi mai exacti, trebuie sa definim k-varietiti in R™, pentru k < n.
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OBSERVATIA 2.3.7. (i). Definitia patch-urilor (n — 1)-dimensionale poate fi
reformulatd, spunand cd P C R™ este un patch (petic) (n — 1)-dimensional daci si
numai dacd existd o permutare z;,,...,x;, a coordonatelor x1,...,z, in R" si o
functie diferentiabild h : U — R pe o multime deschisda U C R"~!, astfel incat

P={xeR": (zi,..., 2, ,) EUsiz;, =h(zi,...,25, )}

(ii). Analog, multimea P C R™ este un patch (petic) k-dimensional daci si
numai daci exista o permutare x;,, ..., z;, dinzxi,...,z, sio aplicatie diferentiabila
h:U — R * definitd pe o multime deschisa U C R*, astfel incat,

P={xeR": (z;,...,25,) €U (zip,y, - @i,) =h(@i,...,25,)}.

Astfel P este pur si simplu graficul lui h, considerat ca o functie de z;,, ..., x;,,

mai degrabd decat x1, ...,z ca de obicei; coordonatele x;, ., ..., x;, ale unui punct
de P sunt functii diferentiabile ale coordonatelor k rdmase (Figura 2.3.1).

X

Ficura 2.3.1. Varietate k-dimensionald

DEFINITIA 2.3.8. Multimea M C R" se numeste o varietate k-dimensionald in
R™, sau k-varietate, daca fiecare punct al lui M se afli intr-o submultime deschisa
V de R™ astfel incat V N M este un petic k-dimensional.

OBSERVATIA 2.3.9. (i). O k-varietate este o multime alcituitd din patch-uri
k-dimensionale, in acelasi mod in care o (n — 1)-varietate este formati din (n — 1)
patch-uri dimensionale.

(ii). De exemplu, este usor de verificat c& cercul 22 + y? = 1 in planul zy
este o 1-varietate in R3. Acesta este un caz special al faptului ci, daci M este o
k-varietate in R™, iar R™ este privit ca un subspatiu al lui RP(p > n), atunci M
este o k-varietate in RP.

Urmatorul rezultat este generalizarea Teoremei 2.2.5.

TEOREMA 2.3.10. Daca M este o varietate k-dimensionald in R™ atunci, in
fiecare dintre punctele sale, M are un plan tangent k-dimensional.
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Pentru a generaliza Teorema 2.3.3 este necesara urmatoarea generalizare a Teo-
remei functiei implicite:

TEOREMA 2.3.11 (Generalizarea Teoremei functiilor implicite). Fie G : R™ —
R™(m < n) o aplicatie de clasa C*. Sa presupunem ci G(a) = 0 si ca rangul
matricei Jacobiene asociate lui Gin a (G'(a)) este m. Apoi existd o permutare
Ziyy- .., T, @ coordonatelor in R, o submultime deschisa U de R™ care contine
a, o submultime deschisi V de R"™™ care contine b = (a;,, ldots,a;,_,,) si o
aplicatie diferentiabila h : V. — R™ astfel incdt fiecare punct x € U se afla pe

S = G740) daca si numai daca (x;,,...,x; —m) €V si
(xin—m"l'l’ e ,a:in) = h (xil, e 7$in77n) .
Reamintim ci matricea m x n G’(a) are rang m daci si numai dacid m vectori
de rand VG4 (a),...,VGy(a) (vectorii gradient ai functiilor componente ale lui G)

sunt liniar independenti. Daca m = 1, deci G = g : R® — R, aceasta este doar
conditia ca Vg(a) # 0, deci o derivata partiald D;g(a) # 0. Astfel, teorema de mai
sus este intr-adevar o generalizare a Teorema functiilor implicite.

OBSERVATIA 2.3.12. Concluzia teoremei anterioare afirmi ca, intr-o vecinatate
a lui a, sistemul de m ecuatii

Gl(x) = 07"'7Gm(x) = 07

poate fi rezolvat (unic) in raport cu cele m variabile x;, , .,,...,x;,, ca functii
diferentiabile functie de variabilele z;,,...,z; _ . Astfel, multimea S = G~1(0)
aratd, intr-o vecinitate a lui a, ca o varietate (n — m)-dimensionala. Folosind
Generalizarea Teoremei functiilor implicite in locul Teoremei functiilor implicite,
demonstratia Teoremei 2.3.3 se traduce intr-o demonstratie a urmatoarei general-
izari.

TEOREMA 2.3.13. Se presupune cd aplicatiac G : R® — R™ este de clasa C*.
Daci M este multimea tuturor acelor puncte x € S = G~1(0) pentru care rangul
lui G'(x) este m, atunci M este o (n—m)-varietate. Pentru a € M, vectorii de gra-
dient VG1(a), ..., VGn(a), ai functiilor componente ale lui G sunt toti ortogonali
planului tangent la M in a.

OBSERVATIA 2.3.14. Pe scurt, Teorema anterioara afirma ca solutia a m ecuatii
in n > m variabile este, in general, o varietate (n — m)-dimensionala in R™. Aici
expresia ,in general” inseamna ca, daca ecuatiile sunt

Gl (xlv"'axn)zoa

Gm (l'lw'-azn) = Oa

trebuie ca functiile Gy, . .., G,, si fie de clasd C! si, de asemenea, ca vectorii de gra-
dient VG4, ..., VG,, sa fie liniar independenti in fiecare punct al lui M = G~1(0)
si, in sfarsit, cd M nu este vida.

Se va da versiunea generald a metodei multiplicatorului Lagrange:

TEOREMA 2.3.15 (Metoda multiplicatorilor Lagrange). Se presupune cd G :
R™ — R™(m < n) este de clasi C' si fei M multimea tuturor acelor puncte
mathbfz € R™ pentru care G(x) = 0 si, de asemenea, vectorii de gradient VG1(x),
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.y VG (x) sunt liniar independenti. Dacd functia diferentiabild f : R — R
atinge un maxim sau un minim local pe M in punctul a € M, atunci existd nu-
merele reale A1, ..., Ay, (numiti multiplicatori Lagrange) astfel incdt

(2.3.3) Vi(a)=MVGi(a)+ -+ A VG (a).

DEMONSTRATIE. Din Teorema 2.3.13, M este o (n — m)-varietate si, prin ur-
mare, are un plan tangent (n — m)-dimensional T, in a, cu Teorema 2.3.10. Daci
N, este complementul ortogonal al translatatului 7}, in origine, atunci din chestiuni
elemenatare de algebra liniara rezulta ca dim N, = m. Vectorii liniar independenti

VGi(a),..., VG (a) se afla in N, (Teorema 2.3.13) si, prin urmare, constituie o
bazi pentru N,. Deoarece, din Teorema 2.1.3, Vf(a) se afld si in N,, rezultd ci
V f(a) este o combinatie liniard a vectorilor VG (a), ..., VG (a). O
Pe scurt, pentru a localiza toate punctele (z1,...,z,) € M unde f poate atinge
o valoare maxima sau minima, este suficient sa rezolvam n + m ecuatii scalare
G1 (X) =0
Gn(x)=0

Vf(x) = )\1VGl(X) + -+ )\mVGm(X)7

pentru cele n +m "necunoscute" x1,...,Tn, A1, ..., A

2.4. Varietiti netede si varietiti orientabile

Se poate spune cd o varietate k-dimensionala in R™ este o multime M care
arat local ca graficul unei aplicatii de la R¥ la R"~*. Adics, fiecare punct al lui M
se afla intr-o submultime deschisa V' a lui R™ astfel incat P =V N M este un petic
k-dimensional; aceasta inseamna ca exista o permutare x;,,...,z;, alui z1,..., 2,
si o aplicatie diferentiabild h : U — R" % definita pe o multime deschisi U C R”,
astfel incat

P= {XER" @y, xg,) nU sl ($ik+1,---7$z‘,,L) :h(wil,...,xik)}.

DEFINITIA 2.4.1. In conditiile de mai sus,

(i). P se va numi petic (patch) neted (sau de clsd C') dacd aplicatia h este de
clasi C1;

(ii). varietatea M se va numi netedd (sau de clasd C*) daca este o reuniune de
petice netede.

Exista trei moduri standard prin care poate defini (local) o k-varietate in R™:

(a) ca grafic al unei aplicatii R¥ — R"~¥;

(b) ca "zerouri" ale unei aplicatii R® — R"~*;

(¢) ca imaginea unei aplicatii R¥ — R".

Definitia unei varietiti se bazeazi pe (a), care este de fapt un caz special pentru
(b) si (c), deoarece graficul lui f : R¥ — R"™F este acelasi cu multimea zerourilor
lui G(x,y) = f(x) —y si este, de asemenea, imaginea lui F' : R* — R", unde
F(x) = (%, £(<)).

Se doregte obtinerea unor conditii in care (b) si (c) sunt, de fapt, echivalente
cu (a).



2.4. VARIETATI NETEDE $I VARIETATI ORIENTABILE 31

Studiul metodei "multiplicatorilor Lagrange" s-a bazat pe aparitia varietatilor
in forma (b). Urmdtorul rezultat a fost enuntat (fird demonstratie) in Teorema
2.3.13.

TEOREMA 2.4.2. Fie G : R™ — R™ o aplicatie de clasi C', unde k = n—m > 0.
Daci M este multimea tuturor acelor puncte x € G~1(0) pentru care matricea
derivata G'(x) are rang m, atunci M este o k-varietate netedd.

OBSERVATIA 2.4.3. (i). Dacd M este o k-varietate in R™ si U este o submultime
deschisa al lui R¥, atunci o aplicatie ¢ : U — M poate fi privitd ca o parametrizare
a submultimii ¢(U) a lui M.

De exemplu, parametrizarea coordonatelor sferice o : R2, — S? a sferei unitatii
52 C R3, definita prin

o(u,v) = (sinucosv, sin usin v, cos u).

(ii). Teorema de mai sus afirmd ci, dacd submultimea M a lui R™ poate fi
parametrizatd corespunzator prin intermediul unei aplicatii definitd pe o multime
deschisa a lui R* pe M, atunci M este o k-varietate netedi.

DEFINITIA 2.4.4. Fie ¢ : U — R" o aplicatie de clasi C! definita pe o
submultime deschisd U a lui R¥(k < n). Atunci, aplicatia ¢ se numeste regulata
daca matricea derivatd ¢'(u) are rang maxim k, pentru fiecare u € U.

Conform urmatoarei teoreme, o submultime M a lui R™ este o k-varietate
netedd daci este, local, imaginea unei aplicatii de clasid C! obisnuite, definiti pe o
submultime deschisa a lui R¥.

TEOREMA 2.4.5. Fie M o submultime a lui R™. Se presupune ca, dat fiind
p € M, existd o multime deschisi U C R¥(k < n) si o aplicatie de clasd C*
obisnuita ¢ : U — R™ astfel incit p € o(U), cu ¢ (U') submultime deschisa a lui
M pentru fiecare multime deschisd U' C U. Atunci M este o k-varietate netedd.

OBSERVATIA 2.4.6. (i). Afirmatia ci ¢ (U’) este o submultime deschisd a lui
M inseamni ci existd o multime deschisd W’ in R™ astfel incat W' N M = ¢ (U’').
Ipoteza cd ¢ (U’) este deschisd in M, pentru fiecare submultime deschisa U’ de U
si nu doar pentru U in sine, este necesard dacd urmeaza concluzia cd M este o
k-varietate. C& acest lucru este adevarat poate fi vizut luand in considerare "o
cifrd sase in plan" - desi nu este o 1-varietate, in mod evident, existd o aplicatie
injectiva ¢ : (0,1) — R? care are ca imegine "cifra sase".

(ii). In notatia de mai sus, aplicatia

S=gom:W U

este o inversd (locald) de clasa C! alui ; adicd, ® este o aplicatie de clasa C! pe
submultimea deschisd W’ a lui R" si ®(x) = ¢~ !(x) pentru x € W[ M. Acest
fapt va fi folosit in demonstrarea Teoremei 2.4.9 de mai jos.

DEFINITIA 2.4.7. Dacd M este o k-varietate neteda, iar ¢ : U — M satisface
ipotezele teoremei 2.4.5, atunci aplicatia ¢ se numeste pachet de coordonate pentru
M daci este injectivi,; adicd, un pachet de coordonate pentru M este o aplicatie de
clasa C! injectivd ¢ : U — R”, definitd pe o submultime deschisa a lui R”, astfel
incat ¢ (U’) este o submultime deschisd in M, pentru fiecare submultime deschisa
U’ din U.
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OBSERVATIA 2.4.8. (i). ,Graficele locale” ale peticelor, pe care ne-am bazat
definitia unei varietiti, produc pachete de coordonate dupa cum urmeazi: daca M
este o k-varietate netedd in R™ si W este o multime deschisa astfel incat W N M
este graficul unei aplicatii de clasd C' f : U — R"~% (U C R¥), atunci aplicatia
¢ : U — R™ definita de ¢(u) = (u, f(u)) este un pachet de coordonate pentru M;
se verificd simplu acest fapt.

(ii). Fiecare varietate netedd M posedd nenumdrate de pachete de coordonate.
In special, fiecare punct al lui M se afli in imaginea unui pachet de coordonate,
deci exista o familie {¢4 } de pachete de coordonate pentru M astfel incat

M = U Pa (Ua)a
acN

a€A

U, fiind domeniul de definitie al lui ¢,. O astfel de colectie de pachete de coordo-
nate se numeste atlas pentru M.

Cea mai importantd proprietate a pachetelor de coordonate este aceea cia "se
suprapun diferentiabil”, in sensul urmatoarei teoreme.

TEOREMA 2.4.9. Fie M o k-varietate netedd in R™ si fie o1 : Uy — M si
w2 @ Uz — M doud pachete de coordonate cu 1 (Ur) N @2 (Usz) nevida. Atunci
aplicatia

01 0w 193t (01 (U1) Nipa (Uz)) = 07" (01 (Ur) Npa (Ua))

este de clasa C*.

OBSERVATIA 2.4.10. Fie {¢};ca un atlas pentru k-varietatea netedda M C R™

si
Ty = @7 L ops @5 (0 (U) Ny (U7) = 9; (i (Us) Ny (Uy))
dacd ¢; (U;) N p; (U;) este nevida. Atunci Tj; este o aplicatie de clasa C!, din
teorema de mai sus si are ca inversa de clasid C' pe Tj;. Din regula lantului rezulta
ca
(det Tg{i (Tij (X))) (det Tilj (X)) =1,

deci det T};(x) # 0 pe domeniul de definitie al lui 7};.

DEFINITIA 2.4.11. k-varietatea neteda M se numeste orientabila dacd exista
un atlas {¢;} pentru M astfel incat fiecare dintre aplicatiile de ,schimbare a coor-
donatelor” T;; definite mai sus are determinantul jacobian pozitiv,

det Tz‘j > 0,
pe domeniul sdu de definitie. Perechea (M, {y;}) se va numi k-varietate orientatd.

OBSERVATIA 2.4.12. Nu orice varietate poate fi orientatd. Exemplul clasic
de varietate neorientabild este banda Mobius, ce poate fi construitd prin lipirea
capetelor unei benzi lungi de hartie dupa ce aceasta s-a rasucit pe jumatate. Ori-
entabilitatea este foarte importanta la integrarea pe varietati.

DEFINITIA 2.4.13. O k-celuld netedd din k-varietatea meteda M C R™ este
imaginea A a unei aplicatii ¢ : I*¥ — M care se extinde la un pachet de coordonate
pentru M (definit pe o multime deschisa din R¥ care contine I*). Daca M este
orientatd, se spune ci k-celula A este orientata (pozitiv fata de orientarea lui M)
dacéa acest pachet de coordonate péastreaza orientarea.
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(ii). O k-celuld orientata in k-varietatea netedd orientata M C R™ este o
pereche (4, ), unde ¢ : I¥ — M este o aplicatie de clasi C!, care se extinde la un
pachet de coordonate care pastreaza orientarea si A = ¢ (I k)

(iil). Fata a (i,€)-a a lui A, A; ., este imaginea prin ¢ a fetei a (i,¢)-a a lui I*,
anume A; . = ¢ (If;l) Astfel A; . este imaginea lui I*=1 prin functia

Yie =90l 71 5 Rr™,

DEFINITIA 2.4.14. Fie R o regiune compactd (inchiderea unei submultimi de-
schise) in k-varietatea netedd M C R™. Prin celulatie orientatd a lui R se intelege
o colectie L = {A4,..., A,} de k-celule pe M care indeplinesc urmitoarele conditii:

(a) R=UP_, A,

(b) Pentru fiecare r si s, intersectia A, N Ag este fie vida, fie este reuniunea
uneia sau mai multor fete comune ale lui A, si As.

(c) Daci B este o fatd (k — 1)-dimensional3 a lui A,., atunci fie A, este singura
k-celuld a lui IC avand B ca fati, sau existd exact o altd k-celuld A, avand si B ca
fata. In primul caz B se numeste o fatd frontierd; in celilalt caz B se numeste fata
interioara.

(d) Daca B este o fata interioard, cu A, si A cele doud k-celule ale lui K avand
B ca fata, atunci A, si A, induc orientari opuse pe B.

(e) Frontiera OR a lui R (ca submultime a lui M ) este uniunea tuturor fetelor
frontierd ale k-celulelor lui IC. ??erechea (R, K) se numeste regiune celulatd orien-
tata in M.

2.5. Varietiti "cu bord"

DEFINITIA 2.5.1. O k-varietate-cu-bord netedad orientatd compactd este o regiune
compactid V intr-o k-varietate orientatd M C R™, astfel incat frontiera sa OV este
o (k — 1)-varietate netedd (compacta).

EXEMPLUL 2.5.2. (i). Bila unitate B™ este o n-varietate-cu-bord compacta.
(ii). "Bila elipsoidala"

2 2 2
B 3. Y z
este o 3-varietate-cu-bord compacti, la fel ca si torul solid obtinut prin rotirea in
jurul axei z a discului (y — a)? + 22 < b2 in planul yOz.
(iii). Emisfera 22 +y% + 22 = 1,2 2 0 este o 2-varietate-cu-bord compacta, la
fel ca si "inelul" a? < 22 + y? < b2

OBSERVATIA 2.5.3. Dacd V este o k-varietate-cu-bord neteda orientatd com-
pactd continuta in k-varietatea neteda orientatd M C R", atunci frontiera sa OV
este o (k — 1)-varietate orientabild; orientarea pozitivd a lui OV este definita dupa
cum urmeazd: pentru oricare p € 9V, existd o patch de coordonate ® : U — M
astfel incat

(i) p € DU,

(ii) @~ 1(0V) C R¥ si

(iii) @~ !(int V) este continut in semi-spatiul deschis x; > 0 al R*.

Alegem @ si fie un "patch" de coordonate care pastreaza orientarea pentru M
daca k este par, si un patch de coordonate care inverseaza orientarea pentru M daca
k este impar. Existenta unui astfel de "patch" de coordonate poate fi dovedita.
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Dacéa @ este un astfel de "patch" de coordonate pentru M, atunci ¢ = @|yags-1
este un "patch" de coordonate pentru (k — 1)-varietatea OV (frontiera lui V'). Daca
Dq,...,D,, este o colectie de astfel de "patch"-uri de coordonate pentru M, ale
ciror imagini acopers OV, atunci restrictiile lor o1, ..., ¢,, pana la R*~! formeaza
un atlas pentru V. Deoarece faptul cad ®; si ®; se suprapun pozitiv (deoarece fie
ambele pastreazd orientarea, fie ambele inverseazi orientarea) implicd faptul ca p;
si ¢, se suprapun pozitiv, acest atlas {¢;} este o orientare pentru 0V. Este (prin
definitie) orientarea pozitiva a lui OV .

2.6. k-forme diferentiale si formula lui Stokes

DEFINITIA 2.6.1. Fie (R")* = R™ x ... x R" ( k factori) si fie functia

M : (R")" 5 R.

M este o functie definitd pe k-tuple de vectori din R™, M (a',...,a*) € R daca
al, ..., a* sunt vectori in R™. Astfel putem considera M ca o functie de k variabile
vectoriale.

(i). Functia M se numeste k-multiliniard (sau doar multiliniard) daci este
liniara in fiecare dintre aceste variabile separat, i.e.

M(al,...,ma+yb,...,ak) :a:M(al,...,a,...,ak) +yM(a1,...,b,...,ak).
(ii). Functia k-multiliniard M se numeste alternatd daca
M(al,...,ak) =0,

daci exista o pereche de vectori a” = a® pentru r # s.

(iii). O forma k-diferentiald «, definitd pe multimea U C R™, este o aplicatie
care asociazd in fiecare punct x € U o functie k-multiliniara alternata a(x) = ax
pe R", ie.

a:U — AF (R™),
unde A* (R™) este multimea tuturor functiilor k-multiliniare alternate pe R™. De-
oarece se poate dovedi cid fiecare functie k-multiliniard alternatid pe R™ este o
combinatie liniard (unica) a "multidiferentialelor" dx;, rezultd cid «(x) poate fi
scrisd sub forma

(1) a(x) =Y ai(x)dx;
]

unde, ca de obicei, [i] denotd insumarea tuturor k-tuplurilor i = (iy,...,4) cu
1 £ 4, < n, iar fiecare g; este o functie cu valori reale pe U. Forma k-diferentiala o
se numeste continud (sau de clasd C', etc.) cu conditia ca fiecare dintre functiile
componente a; s fie continué (sau de clasa C! etc.).

(iv). Dacé « este o k-forma diferentiala de clasd C* pe R™ si ¢ : Q — R™ este
o suprafats k-dimensionald de clasd C!, atunci integrala lui o pe ¢ este definita de

(2.6.1) / o= /Q?a¢(u) (D1p(u),. .., Drp(u)) duy - - - dug,.

Deoarece derivatele partiale Dyy,..., Dyp sunt vectori in R"™, partea dreapta
a lui (2.6.1) este integrala ,obisnuitd” a unei functii continue cu valori reale pe
intervalul k-dimensional Q C R¥.

Avem trei versiuni pentru formula lui Stokes:
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TEOREMA 2.6.2. Fie (A, ) o k-celula orientata in k-varietatea orientatd M C
R" si fie o 0 (k—1)-formd diferentiald de clasa C care este definitd pe o submultime
deschisa din R™ care confine A. Atunci

/da:/ Q.
A 0A

TEOREMA 2.6.3. Fie (R,K) o regiune celulatd orientata intr-o k-varietate net-
edd orientatd din R™. Dacd o este o (k—1)-formd diferentiald de clasi C* definitd
pe o submultime deschisd din R™ care conline R, atunci

/da:/ Q.
R OR

TEOREMA 2.6.4. Fie V o k-varietate-cu-bord netedd orientatd compactd intr-
o k-varietate orientatd M C R™. Daca OV are orientarea pozitivd, iar o este o
(k — 1)-forma diferentiald de clasa C* definitd pe o submultime deschisa din R"

care contine V', atunci
/da:/ Q.
1% av

2.7. Aplicatia "arie"

DEFINITIA 2.7.1. (i). Un "patch" (petic) de suprafatd k-dimensionald in R™
este o aplicatie de clasia C!' F : Q — R”, unde @ este un interval k-dimensional
(sau paralelipiped dreptunghiular) in R¥, care este injectivi pe interiorul lui Q.

(ii). Aria k-dimensionald a(F) a "patch"-ului de suprafata k-dimensionala
F:Q — R™ este

(2.7.1) a(F) = /Q [det ' ()t F' (w)] '/

du.

EXEMPLUL 2.7.2. Se vor considera suprafete bidimensionale in R". Fie ¢ : Q —
R™ un petec de suprafata bidimensionala, unde @) este un dreptunghi in planul ©«Ow.
Atunci

91 Op1
(e ve\ (G e | (0000 00 00
’ ’ . . _
e I T o IR el I 3 SN E 2
ov ov 8(;0” 8@& ov Ou Ov Ov
u v

Ecuatia (2.7.1) implica

(2.7.2) a(p) = // (EG — F?) 1z dudv,
Q

unde
poOe O L _0p Op . _Op Oy
- Ou o’ - Ou Ov’ Ov Ov’
Daci A este o matrice n x k si i = (i1, .. .,4x), atunci prin A; s-a notat matricea

k x k al carui rand al r-lea este al i,-lea rand al lui A. Daci aplicim faptul ca
det A*- A = > (det A;)? (formula Binet-Cauchy) pentru ecuatia (2.7.1), obtinem

1/2

(2.7.3) a(F)= [ > (detF)*|
/Q (il
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unde notatia [i] inseamn (ca de obicei) insumarea tuturor k-tuplurilor crescitoare
i=(i1,...,1) si F] este matricea k x k al carei al r-lea rand este al i,-lea rand al
matricei derivate F' = (9F;/0u;). Cu notatia pentru determinantul jacobian
qet i — 0P Fo)
0 (uy,...,uL)
ecuatia (2.7.3) devine

1/2

(2.7.4) a(F):/Q Z(W)Q duy - - duy,.

i k)

Alternativ, se poate explica notatia [i] ca fiilnd insumarea peste toate subma-
tricele k x k ale matricei derivate n x k F”.

In cazul k = 2, n = 3 al unui petic de suprafata 2-dimensional F in R3, dat de
x = Fi(u,v), y=Fy(u,v), z=F3(u,v),
ecuatia (2.7.4) se reduce la
1/2
Aa,y)\* | (O 2)\? | (y.2))

2.7.5 F) = dudv.
( ) o(F) //Q l(@(u,v) + 0(u,v) + A(u,v) uav

ExeMpLUL 2.7.3. Consideram graficul in R™ al unei functii de clasa C* f :

Q — R, unde Q este un interval in R"~!. Acest grafic este imaginea in R" a zonei
de suprafata F': Q — R" definita de

F (xl, - ,l‘n_l) = (Il, e, X1, f (I1)7 - ;In—l)) c R".
Matricea derivatd a lui F este

1 0o - 0
0 1 ... 0
Fr=] :
0 0 - 1
ofr ofr . af
Oxq Oxo Oy 1
Se va aplica (2.7.4) pentru a calcula a(F'). Pentru inceput,
8(F17"'7Fn—1)
2.7.6 — =1
( ) 5(x1,...,xn,1)

. . O(Fy,.. Fy,. Fy
Daca ¢ < n, atunci ﬁ este determinantul matricei (n—1) x (n—1)

A; care este obtinuta din F” prin stergerea celui de al i-lea rand al sdu. Elementele
coloanei ¢ a lui A; sunt toate zero, cu exceptia ultimului, care este 9 f /dx;. Deoarece
cofactorul 0f/0x; in A; este matricea identitate (n — 2) x (n — 2), explicitarea cu
minori de-a lungul celei de a i-a coloane din A; di

8(F1,... FFn>

6‘ (CEl, ey L 1)
pentru ¢ < n. Substituind (2 7.6) si (2.7.7) in (2.7.4) da

of 2 2
1+<6$1) T 8% 1 ] /Q[l+|Vf|]

=detA; = (—-1)"~ 1+za—f

(2.7.7) B

(27.8) a(F) = /Q




CAPITOLUL 3

Complemente de analiza functionala

Anumite probleme tipice de calcul variational duc la luarea in considerare a
spatiilor de functii cum ar fi spatiul vectorial C°[a, b] al tuturor functiilor continue
definite pe intervalul [a, b], sau C*[a, b], spatiul functiilor diferentiabile cu derivata
continu# definite pe intervalul [a, b]. Se va defini o norma pe C°[a, b], norma "supre-
mum", dar si o normd pe C'[a,b] (ca suma dintre norma "supremum" a functiei
dar gi a derivatei pe [a,b]), numitd tot "supremum". Dupd cum se va vedea in
sectiunea finala, acest lucru va face posibila studierea functiilor reale definite pe
C'la, b] prin metodele calculului diferential. Se studiazi convergenta simpli si uni-
forma a sirurilor de functii si se obtin rezultatele cu privire la "transferul" propri-
etatilor de continuitate respectiv derivabilitate cu ajutorul convergentei uniforme.
Aceasta va permite deducerea completitudinii atat a lui C°[a, b] dar si a lui C[a, b]
relativ la normele "supremum" corespunzatoare.

Se discutd conceptele de liniaritate §i continuitate pentru functiile de la un
spatiu vectorial normat la altul. Se stie cid fiecare aplicatie liniara intre spatiile
euclidiene este continud; totusi, pentru aplicatiile intre spatii vectoriale normate cu
dimensiuni infinite, liniaritatea nu implicd, in general, continuitatea.

Definitia diferentiabilitatii, pentru aplicatiile pe spatii vectoriale normate, este
aceeasi cu definitia de pe spatii euclidiene, cu exceptia faptului ca trebuie explicit
precizat ca aplicatia liniard de aproximare si fie continui. In cazul dimensiunilor fi-
nite, ¥ = R", ' = R™, matricea m X n asociati diferentialei intr-un punct in bazele
canonice ale lui R™ si R™, este chiar jacobiana J¢(z). Aici se vor studia aplicatiile
intre spatii de dimensiune infinita, ale caror diferentiale nu sunt reprezentabile prin
matrice, astfel incat derivatele nu vor fi disponibile.

In capitolul urmitor se va studia problema minimizirii (sau maximizarii) unei
functii diferentiabile cu valori reale f : E — R, definitd pe o submultime M a
spatiului vectorial normat E. Pentru a formula rezultatul care va juca rolul pe care
il are Teorema lui Fermat in problemele de maxim-minim finit dimensionale, este
nevoie de conceptul de multime tangenta. Multimea tangenta 7'M, alui M in punc-
tul x € M este multimea tuturor vectorilor vitezd in x ai drumurilor diferentiabile
din M care trec prin x. Tot in capitolul urmator este nevoie de "Teorema functi-
ilor implicite" pentru aplicatii definite pe spatii vectoriale normate complete. Atat
enuntul, cat si demonstratia sa, in acest context mai general, sunt in esenta aceleasi
cu cele ale "Teoremei functiilor implicite" din cazul finit dimensional; pentru a o
enunta, sunt definite intai derivatele partiale ale unei aplicatii diferentiabile care
este definita pe produsul a doud spatii vectoriale normate F si F.

Sursele bibliografice utilizate sunt [1], [2].
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3.1. Spatii vectoriale normate si uniform convergenta

DEFINITIA 3.1.1. O normad pe spatiul vectorial V este o functie cu valoare reala
x — |z| pe V care indeplineste urmitoarele conditii:

(N1). |z| > 0if = # 0,

(N2). |az| = |al|z;

(N3). [z +y| = [z| + |y,

pentru oricare z,y € V gi a € R.

OBSERVATIA 3.1.2. Norma |z| a vectorului « € V poate fi consideratd lungimea
sau ,marimea” acestuia. De asemenea, cum x,y € V, norma |z — y| a lui z — y
poate fi considerata ,distanta” de la z la y.

ExeEMPLUL 3.1.3. Se stie cid pe R™, fiecare din aplicatiile urmatoare este o
norma;:

|x|lo = max (|z1],...,|zs|)  (norma "supremum"),
|x|1 = |z1] + -+ + |20 (norma 1),
x|p = (z12 + - + xn2)1/2 (norma euclidian),
unde x = (z1,...,2,) € R™. Faptul ca | - |p §i| - |1 sunt norme pe R™ este simplu
de verificat, pe cand verificarea conditiei (N3) pentru | - |2 necesitd inegalitatea
Cauchy-Schwarz.

DEFINITIA 3.1.4. Doud norme | - |1 si | - |1 pe spatiul vectorial V' se spune cd
sunt echivalente daca existad numere pozitive a si b astfel incat

alzy = |zle S blz)y, Vo € V.
OBSERVATIA 3.1.5. Este foarte simplu sa se verifice ca aceastd relatie intre
normele pe V este o relatie de echivalentd (in special axioma de tranzitivitate:

dacd normele | - |1 si | - |2 pe V sunt echivalente si, de asemenea, | - |2 i | - |3 sunt
echivalente, apoi rezultd ci | - |1 si | - |3 sunt norme echivalente pe V).

PROPOZITIA 3.1.6. Oricare doud norme pe R™ sunt echivalente.

DEMONSTRATIE. Se va arita ci orice norma continud | - | pe R” (adici |x| este
o functie continud de x) este echivalentd cu norma euclidiand | - |5. Din moment
ce | - | este continua pe sfera unitara

Sli={x e R": |x|p = 1},
exista m, M > 0 cu
mlyla=m < |y| £ M = My, Vy € S L.

Pentru x € R”, se alege a > 0 cu X = ay, y € S"~!. Inegalitatea de mai sus

da
malylz = aly| = Maly|s,
deci
mlx|z < [x| = M|x|s,

aga cum se dorea. O

OBSERVATIA 3.1.7. (i). In special, norma "supremum" si norma 1 sunt ambele

echivalente cu norma euclidiand, deoarece ambele sunt in mod evident continue.
(ii). Se poate deduce simplu ci oricare norma pe R™ este continua.
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(iii). Normele echivalente pe spatiul vectorial V' dau nastere la notiuni echiva-
lente de convergenta secventiald in V. Se spune ca sirul {z,},~, de puncte de V'
converge catre x € V in raport cu norma | - | daci si numai daca

lim |z, — x| = 0.
n—0

Rezultd imediat din definitii

LEMA 3.1.8. Fie| - |1 si| - |2 norme echivalente in spatiul vectorial V. Atunci
sirul {xp},~, CV converge catre x € V in raport cu norma | - |1 dacd si numai
daca converge catre x in raport cu norma | - |a.

ExXeEMPLUL 3.1.9. Fie V spatiul vectorial al tuturor functiilor continue cu valori
reale definite pe intervalul inchis [a, b], cu operatiile in spatiu vectorial definite de
(p+v)(x) = p(z) +¥(2), (ap)(z)=ap(z),

cup,peVsiaek.
Se pot defini diverse norme pe V, analog cu cele trei norme pe R™, prin

lello = max,epa,p [o(z)] (the sup norm)
lells = [ |o(@)|dz (the 1-norm)
lells = (J7 le(@)Pdz) " (the 2-norm)
Este o chestiune elementara a ardta cd || - ||o si || - || sunt intr-adevir norme
pentru V, in timp ce verificarea ci || - || satisface inegalitatea triunghiului necesita

inegalitatea Cauchy-Schwarz in forma integrald. Se va nota cu C°[a,b] spatiul
vectorial normat V' cu norma || - [|o.

Nicio pereche dintre cele trei norme de mai sus nu sunt echivalente. De exemplu,
pentru a ardta cd || - ||o si || - [|1 nu sunt echivalente, se ia in considerare sirul {¢, }, <,
al elementelor lui V definite de N

1—nz daca x€l0,1],
() = { 0 daca «z¢€ [[Tll,nl}]
si fie po(x) = 0 pentru z € [0, 1] (aici [a,b] = [0,1]). Este clar ca {¢,},~, converge
la g relativ la norma || - ||; deoarece -
! 1
o= olly = [ on(@) - po(o)] dz = o 0.
0 n

Oricum {¢y},>, nu converge la ¢g relativ la norma || - ||y deoarece

llon — 900”0 = H‘Pn”o =1,

pentru oricare n. Va rezulta din Lema 3.1.8 cd normele || - ||p si || - || nu sunt
echivalente.

In continuare vrem si demonstram ci C°[a, b], cu norma sup, este complet.

DEFINITIA 3.1.10. Spatiul vectorial normat V' se numeste complet daca fiecare
sir Cauchy de elemente a lui V converge catre un element al lui V. La fel ca in R”,
sirul {z,,},~; C V este numit sir Cauchy daca: pentru oricare € > 0, exista N € N
astfel incat
m,n = N = |z, —x,| <e.

Aceste definitii sunt strins legate de urmatoarele proprietéti ale sirurilor de
functii.
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DEFINITIA 3.1.11. Fie {f,},~; un sir de functii cu valori reale, fiecare definita
pe multimea S. Atunci B

(i). {fn},>, se numeste sir uniform Cauchy (de functii pe S) dacd, pentru
oricare ¢ > 0, existd N € N astfel incat

m,n 2 N = |fm(z) = fuz)] <&, Vo €S

(ii). {fn}n21 converge uniform la functia f : S — R daci, pentru oricare € > 0,
existd N € N cu proprietatea ca

n2N=|fu(z)— f(z)|<e Vzes.

EXEMPLUL 3.1.12. Se considera sirul {f,}, -, unde f, : [0,1] — R este functia
al carei grafic este prezentat in Figura 3.1.1. Apoi lim,_,« fn(z) = 0 pentru fiecare
x € [0,1]. Sirul {f,},~, nu converge uniform catre limita sa punctuala f(z) = 0,
deoarece || f,|| = 1 pentru fiecare n (in norma supremum).

V%

(1/2n,1)

1/n 1

Ficura 3.1.1. Graficul lui f,

ExemPLUL 3.1.13. Fie f,(z) = 2™ on [0, 1]. Atunci

lim fn(x)zf(w)Z{? i iii

n— oo

b

deci functia limitd punctuald nu este continui. Din Teorema 3.1.15 (ce se va da
mai jos) rezultd ci sirul {f,} nu converge uniform citre f.

OBSERVATIA 3.1.14. Comparand definitiile de mai sus, concluziondm ci un sir
Cauchy in C[a, b] este pur si simplu un sir uniform Cauchy de functii continue pe
[a,b] si ca sirul {p,},>,; C C°a,b] converge in raport cu norma supremum cétre
¢ € Ca,b] daca si numai dacd converge uniform cétre ¢. Prin urmare, pentru a
demonstra ca C%[a,b] este complet, se va arita ci fiecare sir uniform Cauchy de
functii continue pe [a, b] converge uniform citre o functie continui pe [a, b]. Primul
pas este demonstrarea ci, dacd un sir de functii continue converge uniform, atunci
functia limita este continua.

TEOREMA 3.1.15. Fie S C R*. Fie {f,},~, un sir de functii continue cu valori
reale pe S. Dacd {fyn},~, converge uniform catre functia f : S — R, atunci f este
continud. B
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DEMONSTRATIE. Cum ¢ > 0, se alege N suficient de mare incat |fx(z) — f(x)| <
£/3 pentru toti € S (din convergenta uniforma). Apoi, cum z( € S, se alege § > 0
astfel incat

:EGS,|:1:—:CO|<5¢|fN(:v)—fN(xo)|<§,

(din continuitatea lui fy in x¢). Dacd z € S si |z — x| < J, atunci rezulta
[f (@) = [ (@o)| = |f(2) = In(@)[ + [N (@) = fv (wo)| + [fv (w0) — (=)
<: + = + S=c
33 3 7
deci f este continui in xzg. O

COROLARUL 3.1.16. C°[a,b] este complet.

DEMONSTRATIE. Fie {¢,},-, un sir Cauchy de elemente ale lui C[a, b], adica
un sgir uniform Cauchy de functii continue cu valori reale definite pe [a,b]. Cum
€ > 0, se alege N astfel incat

£
m,n 2 N = ||¢m — nl| < 3 (norma supremum).

Apoi, [om(x) — pn(x)| < £/2 pentru fiecare z € [a,b]. Prin urmare, {¢, ()},
este un gir Cauchy de numere reale si, prin urmare, converge citre un numér real
o(z). Raméane de aratat cid sirul de functii {¢,} converge uniform citre ¢; daci
da, Teorema 3.1.15 va implica atunci ca ¢ € C°[a, b].

Afirmam cd n 2 N (acelasi N ca mai sus, n fix) implicd faptul ca

lo(x) — pn(z)] <e forall =z €la,b].

Pentru aceasta, se alege m = N suficient de mare (depinzénd de x ) cu
lo(x) — om(x)] < /2. Rezulta

() = @n(2)] = l0(2) = Pm(@)] + [Pm(T) — Yn(T)]
< % + [lom — @nll

cfifos
2 2 7
Cum z € [a,b] a fost arbitrar, rezulta ci ||¢, — ¢| < e. O

EXEMPLUL 3.1.17. Fie C*[a, b] spatiul vectorial al tuturor functiilor cu valori
reale, derivabile cu derivate continue pe [a, ], cu operatiile lui C°[a, b], dar cu ,,C-
norma” definita de

lpll = max |(z)] + max [¢'(x)], ¢ € Ctla,b].
z€[a,b] z€Ja,b]
Se verifica simplu ca aceasta defineste o norma pe C'[a, b] (analog cu demonstratia
de la norma supremum).

In continuare va trebui si stim c spatiul vectorial normat C'* [a, b] este complet.
Pentru a demonstra acest lucru, avem nevoie de un rezultat privind derivarea limitei
uniforme a unui sir de functii din C*[a, b]. S& presupunem ca sirul {f, },~, converge
(la punct) cétre f si ca sirul derivatelor {f}, -, converge citre g. Am dori sa stim
dacd f’ = g. Adica ne intrebim daci -

f’:D(um fn) L lim (Df,) =g,

n—oo n—oo
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o problema de ,interschimb de limite”. Urmatoarea teorema afirma cé acest schimb
de limite este valabil, cu conditia ca convergenta sirului de derivate sa fie gi ea
uniforma.

TEOREMA 3.1.18. Fie {f,},>, un sir de functii C'[a,b], convergdnd (intr-un
singur punct) la f. Sa presupunem ca {f}},~, converge uniform catre o functie g.
Atunci {fn},~, converge uniform catre f, iar f este derivabild, cu f' = g.

DEMONSTRATIE. Din Teorema Leibniz-Newton

) = fula) + [ s

pentru fiecare n si fiecare x € [a, b]. Din aceasta si din integrarea termen cu termen
a unui sir uniform convergent de functii continue) se obtine

O alta aplicare a teoremei fundamentale da f/ = g.
Pentru a deduce ca {f,},,~,; converge uniform la f, se observa

/;f{z—/;g‘Jrlfn(a)—f(a)l

é/x\fé—glﬂfn(a)—f(a)l
< (b—a) |f — gllo + |fula) - F(a)]-

Convergenta uniforma a sirului {f,}, -, rezulta asadar din aceea a sirului
, >
{ n}nZI' O

COROLARUL 3.1.19. C'[a,b] este complet.

|fu(2) = f(z)| =

DEMONSTRATIE. Fie {¢,},~, sir Cauchy de elemente din C'[a,b]. Cum
208% [om(7) = @u(@)] £ llom —eull - (C'-norm )
se vede ca {¢n},>, este un sir uniform Cauchy de functii continue. Din Corolarul
3.1.16 rezultd cd {pn},~, converge uniform catre o functie continud ¢ : [a,b] — R.
In mod similar,
s [1,() = ¢, (0)] £ lipm o] -morma- (C7)

deci rezulta, in acelasi mod din Corolarul 3.1.16, ca {¢,'},~, converge uniform la o

functie continud 1 : [a,b] — R. Acum Teorema 1.4 implici ci ¢ este diferentiabild
cu ¢’ =1, deci p € Cl[a,b]. Dar

max |¢n(x) — @(@)] = lon — ¢llg
z€la,b]

max ¢, (z) — ¢'()| =[5, — ¢'llg ,

z€la,b]
convergenta uniforma a sirurilor {¢y}, -, si {¢n'}, >, implica faptul ca sirul {¢n},,5,
converge cétre o in raport cu Cl-norma lui Ct[a,b]. Astfel, fiecare sir Cauchy din
C1[a, b] este convergent. O
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EXEMPLUL 3.1.20. Fie C* ([a, b], R™) spatiul vectorial al tuturor drumurilor de
clasda C! din R™ (aplicatii ¢ : [a,b] — R™, de clasd C'), cu norma

lell = lelo + 1¢'lo »
unde | - |o este norma supremum pe R™.
Apoi rezultd, dintr-o aplicare pe coordonate a Corolarului 3.1.19, cd spatiul
vectorial normat C! ([a, b], R™) este complet.

3.2. Functionale liniare continue pe spatii normate

In aceasti sectiune se discuta conceptele de liniaritate i continuitate pentru
functiile de la un spatiu vectorial normat la altul.

DEFINITIA 3.2.1. Fie E si F spatii vectoriale. Aplicatia ¢ : E — F' se numeste
liniara daca
olax + by) = ap(x) + bo(y), Yo,y € E, a,b € R.
EXEMPLUL 3.2.2. Functionala I : C°[a,b] — R, definita pe spatiul vectorial al
tuturor functiilor continue de pe [a, b] prin

b
1(f) = / f(z)dz,

este in mod clar liniard de la C°[a,b] la R.

Pentru spatiile vectoriale normate F si F, se poate vorbi de limite (pentru
functii de la E la F):

DEFINITIA 3.2.3. Se considera aplicatia f: F — F si xg € E.
(i). se spune ci
lim f(z)=LeF

T—T0o

daca, dat € > 0, exista § > 0 astfel incat
0<|z—mo|<d=|f(zx)—L|<e.
(ii). Aplicatia f este continui la zo € FE daca

i f(z) = £ (z0).

OBSERVATIA 3.2.4. Se stie ca fiecare aplicatie liniard intre spatiile euclidiene
este continua; totusi, pentru aplicatiile intre spatii vectoriale normate cu dimensiuni
infinite, liniaritatea nu implica, in general, continuitate.

EXEMPLUL 3.2.5. Fie V = CY[0,1] spatiul vectorial al tuturor functiilor con-
tinue cu valori reale definite pe [0,1]. Fie E; spatiul normat V' cu norma || - ||; si fie
Ey spatiul normat V' cu norma || - ||p. Se considera operatorul identitate A : V- — V/
ca functie de la E; la Ey,

A By — E().

Se pune intrebarea dacd A este continuu in 0 € F; (functia constantd zero pe

[0,1]). Daci ar fi, atunci, dat € > 0, ar exista § > 0 astfel incat

el <6 = lello <e

Din Sectiunea anterioara rezultd ci, pentru § > 0, existd o functie ¢ : [0,1]
— R, astfel incat
el <6, llello = 1.
Rezulta ca A : E; — Ej nu este continuu in 0 € Ej.
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Urmatoarea teorema ofera un criteriu pentru continuitatea functionalelor liniare.

TEOREMA 3.2.6. Fie L : E — F wun operator liniar, unde E si F' sunt spatii
vectoriale normate. Atunci urmdtoarele trei conditii pentru L sunt echivalente:

(a) Exista un numdr ¢ > 0 astfel incat |L(v)| < Clv| pentru tofi v € E.

(b) L este continuu (peste tot).

(¢) L este continuu in 0 € E.

DEMONSTRATIE. "(a)=>(b)". Se presupune ci (a) este adeviratd. Cum z¢ € F
sie >0,
€
| = 20| < — = [L(z) = L (x0)| = |L (z — o)

< el — x|
<e,
deci rezulta implicatia dorita.
"(a)=(b)" este triviala.
"(c)=(a)". Se presupune ci L este continuu in 0 si se alege ¢ > 0 astfel incat
|z| £ 6 implicd |L(z)| < 1. Apoi, pentru v # 0 € E, rezulta ca

IL(v)| = L ('g' : |i|v>

= ML <6v> ( se considerd x = 51})
6 \|vl |v]

deci se poate lua ¢ = 1/4. O

ExempPLUL 3.2.7. Fie Ej si F; spatiile vectoriale normate din Exemplul 3.2.5,
dar de data aceasta se va considera operatorul identitate pe spatiul lor vectorial
comun V' ca o aplicatie liniara de la Ey la Fj,

I Ey — E;.
Cum
1
el =/ lp(t)ldt = max [o(t)] = [l¢]o,
0 t€[0,1]

din Teorema 3.2.6 (cu ¢ = 1) rezultd ci p este continuu.

OBSERVATIA 3.2.8. Astfel, inversul unei operator liniar continuu §i bijectiv
definit pe un spatiu vectorial normat cu valori in altul nu este obigatoriu si fie
continuu.

DEFINITIA 3.2.9. Fie L : E — F operator liniar care este injectiv, cat si
surjectiv (adicd L(E) = F ). L se va numi izomorfism (al spatiilor vectoriale
normate E si F') daca si numai dacé atat L cat si L~! sunt continue.

ExEMPLUL 3.2.10. Fie A, B : [a, b] — R" drumuri continue in R" si se considera
functionala liniara
L:C"([a,b],R") = R,
definita prin

b
L(g) = / [A() - (t) + B(t) - /(1) dt,
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unde punctul indicd produsul scalar euclidian pe R™. Din inegalitatea Cauchy-
Schwarz

b
IL(p)| = / [A() - o(t) + B(t) - ¢'(t)] dt

b
é/ (1Al + IB®] €' (1)) dt

s (b—a) ([ Allo + 1Bllo)
deci, cu Teorema 3.2.6 (cu ¢ = (b — a) (|[A]lo + [|Bllo)), L este continuu.

3.3. Diferentiabilitate pe spatii vectoriale normate

Suntem in masura sd discutam diferentiabilitatea functiilor pe spatii vectoriale
normate. Definitia diferentiabilitatii, pentru aplicatiile pe spatii vectoriale normate,
este aceeasi cu definitia de pe spatii euclidiene, cu exceptia faptului cid trebuie
explicit ca aplicatia liniard de aproximare si fie continua.

DEFINITIA 3.3.1. Aplicatia f : E — F (E si F spatii normate) este diferentiabila
in x € F daci si numai daci existd un operator liniar si continuu L : E — F astfel
incat

=0.

. fl@+h)— fx) — L(h)
(1) ) ]

OBSERVATIA 3.3.2. (i). Operatorul liniar gi continuu L, daci existd, este unic.

(ii). Se verificd usor cd un operator liniar L care satisface definitia anterioara
este continuu in 0 dacd si numai dacad f este continuu in orice x € E.

(iii). Daca f : F — F este diferentiabild in x € E, atunci operatorul liniar
continuu din definitia anterioard se numeste diferentiala lui f in x si se noteaza cu
dfy : E— F.

(iv). In cazul dimensiunilor finite, £ = R”, F = R™, matricea m x n asociati
lui df, in bazele canonice ale lui R™ si R™, este chiar jacobiana J¢(x). In aceasts
lucrare sunt studiate in principal aplicatiile intre spatii cu dimensiuni infinite, ale
caror diferentiale nu sunt reprezentabile prin matrice, astfel incat derivatele nu vor
fi disponibile.

ExempLUL 3.3.3. Dacid f : E — F operator liniar continuu, atunci
fle+h) — flz) - f(h)
|h
deci f diferentiabila in x, cu df, = f. Deci, un operator liniar continuu este propria
sa diferentiald (in orice punct z € E).

=0,2,h € E,h#0,

ExeMPLUL 3.3.4. Se va da un calcul mai putin trivial al unei diferentiale. Fie
g : R — R o functie de clasi C2. Se defineste
U Co[a,b] - Co[a,b], f(QD) =goey.
Se va deduce ca f este diferentiabila si se va calcula diferenta sa.
Daci f este diferentiabild in ¢ € C°[a, b], atunci df,,(h) ar trebui s fie partea

liniard (in h € C%a,b]) din f(¢ + h) — f(p). Pentru a investiga aceasta diferenta,
se considerd dezvoltarea in serie Taylor de gradul doi a lui g in p(¢) :

9(p(t) + (1)) — g(o(t)) = ¢'(p(t))h(t) + R(R)(2),
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unde

(33.1) R(B)() = 50" (€() (1)),

pentru £(t) intre (¢) si ¢(t) + h(t). Apoi
fle+h) = f() = L(h) + R(h),
unde L(h) € C[a, b] este definit de
L(R)(t) = g'(¢(£))h(t).

Este clar ci L : C°[a,b] — C°a, b] este operator liniar continuu, deci pentru a
demonstra cd f este diferentiabild in ¢ cu df, = L, este suficient a deduce ca

R _ o
w0 o

Deoarece g este o functie de clasa C?, existda M > 0 astfel incat |g” (£(¢))| < 2M
cand ||h||p este suficient de mic (din marginirea derivatei a doua, cu Teorema lui
Weierstrass de mérginire a functiilor continue definite pe compacte). Apoi rezulta
din (3.3.1) c&

(RO _ Mh(t)]?
170 170

si aceasta implicd (3.3.2). Astfel diferenta df, : C°[a,b] — C°[a,b] a lui f la ¢ este
definita de

(3.3.2) < M||h o,

df o (h)(t) = g'(p(t))h(t).

"Regula lantului" pentru aplicatiile definite pe spatii vectoriale normate ia
forma asteptata:

TEOREMA 3.3.5. Fie U si V' submultimi deschise ale spatiilor vectoriale nor-
mate E si respectiv F. Daca aplicatiilr f : U — F sig:V — G (G fiind un al
treilea spatiu vectorial normat) sunt diferentiabile tn x € U si, respectiv, f(x) € V,
atunci compunerea lor h = go f este diferentiabila in x, gi

Demonstratia este identica cu cea a "regulii lantului" pe cazul finit dimensiunal
si nu se va repeta.

Existd un caz in care derivatele (mai degrabi decat diferentialele) sunt impor-
tante:

DEFINITIA 3.3.6. Fie ¢ : R — E un drum in spatiul vectorial normat E. Limita

() = Tim p(t+h) — o)

E
h—0 h <

)

daca exista, este derivata sau vectorul viteza al lui ¢ in t.

OBSERVATIA 3.3.7. Se verificd cu usurinta ca ¢’ (t) existd daca si numai dacd ¢
este diferentiabila in ¢, caz in care dp¢(h) = ¢'(t)h (din nou, la fel ca in cazul finit
dimensional).
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In urmatorul capitol se va studia problema minimizérii (sau maximizarii) unei
functii diferentiabile cu valori reale f : F — R definitd pe o submultime M a
spatiului vectorial normat E. Pentru a formula rezultatul care va juca rolul pe care
il are Teorema lui Fermat in problemele de maxim-minim finit dimensionale, este
nevoie de conceptul de multime tangenta.

DEFINITIA 3.3.8. Se considera o submultime M a spatiului vectorial normat E.
Multimea tangenta TM, a lui M in punctul x € M este multimea tuturor acelor
vectori v € E, pentru care existd un drum diferentiabil ¢ : R — M C E astfel incat
©(0) =z 5 ¢'(0) = v.

OBSERVATIA 3.3.9. T'M, este pur si simplu multimea tuturor vectorilor viteza
in z ai drumurilor diferentiabile din M care trec prin .

Urmatoarea teorema ofera o conditie necesara pentru maximele locale sau min-
imele locale (se va da doar pentru minime).

TEOREMA 3.3.10. Fie functia f : E — R diferentiabila in punctul x al submultimii
M a spatiului vectorial normat E. Daca f(v) 2 f(x) pentru toti v € M suficient
de aproape de x, atunci

dfz|TMI =0,
i.e. dfy(v) =0 pentru toti v € TM,.
DEMONSTRATIE. Pentru v € TM,, fie ¢ : R — M un drum diferentiabil in
E astfel incat ¢(0) = z si ¢’'(0) = v. Atunci compunerea g = foyp : R — R are

un minim local in 0, deci, cu Teorema lui Fermat, ¢’(0) = 0. Prin urmare, regula
lantului da

0= ¢'(0) = dgo(1) = df (o) (dipo(1))
= df. (¢'(0)),

asa cum se doreste. ([l

3.4. "Teorema functiilor implicite" pe spatii vectoriale normate
complete

In capitolul urmitor vom avea nevoie de "Teorema functiilor implicite" pen-
tru aplicatii definite pe spatii vectoriale normate complete. Atat enuntul, cat si
demonstratia sa, in acest context mai general, sunt in esentd aceleasi cu cele ale
"Teoremei functiilor implicite" din cazul finit dimensional.

Pentru a o enunta, trebuie definite derivatele partiale ale unei aplicatii diferentiabile
care este definita pe produsul a doua spatii vectoriale normate E si F.

OBSERVATIA 3.4.1. Fie doud spatii vectoriale normate E si F.
Produsul cartezian E x F este organizat ca spatiu vectorial prin definirea op-
eratiilor:

(z1,91) + (22, 92) = (1 + 22,01 +y2) s a(z,y) = (az,ay).
Daca || -||g si || - || p sunt normele pe E si, respectiv, F', atunci se va defini

(@, )| = max (||&; ly|F)
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care defineste o norma pe E' x F, iar F x F este completd daca atat E cat si F' sunt
complete (lucru gtiut). De exemplu, daci E = F = R cu norma euclidiani, atunci
aceastd definitie da norma supremum pe R x R = R? (as se vedea Exemplul 3.1.3).
Daca aplicatia
fiEXF—>G
este diferentiabila in punctul (a,b) € E x F, rezultid simplu ca si aplicatiile
0:E—-G si ¢:F—QG,
definite de
p(x) = flz,b) st ¥(y) = fla,y),
sunt diferentiabile in a € FE si, respectiv, b € F. Atunci dfap) si dyfiap),
diferentialele partiale ale lui f in (a,b), in raport cu « € E respectiv y € F' sunt
definite de
da:f(a,b) = d(pa S.i dyf(a,b) = dwb
Astfel, d; f(a,p) este diferentiala aplicatiei ' — G obtinutd din f : EX F' — G
fixand y = b si dy f(4,5) se obtine in mod similar fixand x. Acest lucru generalizeaza
definitia derivatelor partiale ale unei aplicatii de la R™*™ = R™ x R” la R”.

Cu aceasta notatie si terminologie, enuntul "Teoremei functiilor implicite" este:

TEOREMA 3.4.2 ("Teorema functiilor implicite"). Fie f : ExXF — G o aplicatie
de clasa O, unde E, F si G sunt spatii vectoriale normate complete. Sa presupunem
ci f(a,b) =0 si cd

dyf(a,b) F—>G
este un izomorfism. Atunci existd o vecindatate U a lui a in E, o vecinatate W a lui
(a,b) in E x F si o aplicatie C* ¢ : U — F astfel incdt sd fie adevdrata urmdatoarea:
dacd (z,y) € W si x € U, atunci f(z,y) =0 dacd si numai dacd y = p(x).

OBSERVATIA 3.4.3. (i). Enuntul de mai sus se refera la aplicatii de clasd C* de
la un spatiu vectorial normat la altul, definindu-se doar cele diferentiabile. Aplicatia
g : E — F definita pe spatiil vectoriale normate se numeste de clasd C*, daci este
diferentiabild si dg,(v) este o functie continua in variabila (z,v) , adicd aplicatia
(z,y) — dg.(v) de la E x E la F este continud.

(ii). Demonstratia "Teoremei functiilor implicite" pe spatii vectoriale normate
complete este in esentd aceeasi cu demonstratia ei in cazul finit dimensional (unde
s-a aplicat "Teorema de inversare locala"). In particular, rezultd ci "Teorema de
inversare locald" pentru spatii vectoriale normate complete este analoaga "Teoremei
de inversare locala" pe cazul finit dimensional (cu exceptia faptului ca spatiul euclid-
ian R™ este inlocuit cu un spatiu vectorial normat complet E, dar folosind si "Prin-
cipiul contractiei"; singura proprietate a lui R"™ care a fost folositd in demonstratia
"Principiului contractiei", este ca este spatiu complet.



CAPITOLUL 4

Calcul variational

Calculul variational trateazd o anumita clasa de probleme maxim-minim, care
au in comun faptul ca fiecare dintre ele este asociatd cu un anumit fel de ex-
presie integrald. In prima sectiune se discutd un prim cel mai elemenar exem-
plu de problemd de calcul variational. In Sectiunea 4.2 se va arita ci, daca
¢ € C'a,b] maximizeazd (sau minimizeazd) functia F' : Clla,b] — R definita
de F(¢) = [7f (1b(t), 4/ (t),t) dt, cu conditiile p(a) = a si p(b) = B, atunci ¢ sat-
isface ecuatia Euler-Lagrange % (p(t), ' (t),t) — %% (p(t), ¢ (t),t) = 0. Demon-
stratia acestui lucru va implica o versiune generalizata a tehnicii familiare de ,setare
derivata egald cu zero si apoi determinarea necunoscutei’. Este discutatad si prob-
lema "brahistocronei" gi cea a unor geodezice.

In Sectiunea 4.3 se discutd asa-numita ,problema izoperimetrica”, in care se
doreste maximizarea sau minimizarea aplicatiei mai sus amintite F, supusa conditi-
ilor ¢¥(a) = a, ¥ (b) = B si "legaturilor" G(v) = f:g ((t),9'(t),t)dt = c. Aici f si
g sunt functii de clasid C? pe R3; se va deduce ci, daca ¢ € C'[a,b] este o solutie
pentru aceastd problemd, atunci existd un numir A € R astfel incat ¢ satisface
ecuatia Euler-Lagrange 2% (¢(t), ¢'(t),t) — %g—z (p(t),¢'(t),t) = 0, pentru functia
h : R® — R definitd prin h(z,y,t) = f(x,y,t) — Ag(z,y,t). Contextul seaména
cu problemele de extreme cu legdturi standard, iar demonstrarea ei va implica o
generalizare a metodei multiplicatorilor Lagrange care a fost folosita acolo. Pentru
aceste metode generale maxim-minim, se vor utiliza metodele de ,calcul in spatii
vectoriale normate” din capitolul anterior.

In ultima sectiune se discuta pe scurt probleme analoge celor din sectiunile ante-
rioare asociate cu o integrala multipla al carei integrand este o functie ,,necunoscuta”
de mai multe variabile. Pentru f : R>"*! — R, se cauti maximizarea sau mini-

mizarea unei functii F'(v) = fD f (xl, R VX €3 PR o I g;/’l ey %) dx, cu

1 : D — R functie de clasi C*! egald cu o functie fixs dati ¢ : D — R pe frontiera

0D a lui D. Aplicatia F' se poate rescrie F(¢) = fD f(x,9(x), Vip(x))dx, unde

Vi)(x) este vectorul gradient Vi)(x) = (D19(x), ..., Dptp(x)). Aici se vor utiliza

numeroase concepte si rezultate din capitolul al doilea (conceptul de varietate, vari-

etate compacta cu bord, suprafatd k-dimensioanla in R”™ gi aria sa, sau formula lui

Stokes). Este discutata gi problema suprafetelor minimale si a membranei vibrante.
Sursa bibliograficd utilizat este [2].

4.1. Preliminarii

Cel mai simplu exemplu de problema de calcul variational este urmatorul: se
considerd f : R® — R o functie de clasid C? si se noteazd prin C*[a,b] multimea
tuturor functiilor de clasid C! definite pe intervalul [a,b]. Pentru v € Cl[a,b], se
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definegte F'(¢) € R prin

b
ﬂw:/fwwwﬁmmw»

Atunci F este o functie din C'![a, b]. Problema este atunci si gésim acel element,
¢ € Ca,b], daca exista, la care functia F : C'[a, b] — R isi atinge valoarea maxima
(sau minimi), cu conditia ca ¢ sd aibi valorile p(a) = «a i ¢(b) = 5 la capetele lui
[a, b].

De exemplu, daci vrem si gasim functia de clasa C* v : [a,b] — R al cirei
grafic = ¢(t) (in planul ¢ — z, a se vedea Figura 4.1.1) unegte punctele (a, ) si
(b, B) si are lungime minimé, atunci dorim si minimizadm functia F : C'[a,b] — R
definitd prin

1/2

ﬂwfh+wmﬂ dt.

Aici functia f : R?* — R este definita prin f(z,y,t) = /1 + 92

A se nota c& in problema de mai sus ,necunoscuta” este o functie p € C'|a, b],
mai degrabd decat un punct in R™ (ca in probleme maxim-minim elementare).
Spatiul de functii C'[a,b], este, ca si R, un spatiu vectorial, desi unul infinit-
dimensional. Scopul acestui studiu este de a generaliza in mod corespunzator
metodele finite-dimensionale cunoscute pentru calculul diferential clasic, astfel incat
sa trateze unele dintre problemele standard ale calculului variational.

(g, Q)

Qe
(s X

FIGURA 4.1.1. Functia (de clasd C') 1 : [a,b] — R al cérei grafic
uneste (a,a) si (b, 8) si are lungime minima

4.2. Cea mai simpla problema3 variationala

Sunt acum puse bazele pentru a discuta prima problema mentionati in intro-
ducerea acestui capitol:

-sedi f:R?® = R;

— se cautd si se minimizdm (sau maximizeze) functia F : C''[a,b] — R definita
de

b
(1.2.1) ﬂw:/fwwW@M@
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— printre acele functii ¢ € C*[a, b] astfel incat 1 (a) = a si ¥(b) = 8 (unde « si
£ sunt numere reale fixate).

Se considerda M submultimea lui C'[a,b] constand din acele functii v care
indeplinesc conditiile 1(a) = « si 1(b) = B. Atunci suntem interesati de extremele
locale ale F' pe submultimea M. Daca F' este diferentiabila in ¢ € M, iar Fjy; are
un extrem local in ¢, atunci Teorema 3.3.10 da

(4.2.2) dFppyy, = 0.

Vom spune ca functia ¢ € M este un punct extremal pentru F pe M daci
indeplineste conditia necesard (4.2.2). Nu vom lua in considerare aici problema
dificila a gasirii unor conditii suficiente in care un punct extremal produce de fapt
un extrem local.

Pentru a putea stabili daca o functie datd ¢ € M este sau nu un punct extremal
pentru F' pe M, adicd daci (sau nu) nu dFv’\TMg, = 0, trebuie (in conditii adecvate
pe f) sd calculam explicit diferentiala dF, a lui F' in ¢ si trebuie sd determinam
exact care este multimea tangenta TM, a lui M in .

Ultima problema este destul de usoara. Mai intai se alege un element fix g €
M. Apoi, avind in vedere orice ¢ € M, diferenta ¢ — o este un element al
subspatiului

Cé[aab] = {¢ € ct [avb] : w(a) = '(/J(b) = 0}
al lui C'[a,b], constand din acele functii C! pe [a,b] care sunt nule in ambele
puncte finale. In schimb, daci ¢ € Clla,b], atunci clar o + 1 € M. Astfel M
este un hiperplan in C'*[a, b], si anume translatia cu ¢q a subspatiului C¢[a, b]. Dar
multimea tangenta a unui hiperplan este, in fiecare punct, pur si simplu subspatiul
a carui translatie este. Prin urmare

(3) TM, = Cj[a, b]

pentru fiecare ¢ € M.
Urmatoarea teoremd oferd calculul lui dF,.

TEOREMA 4.2.1. Fie F : C'a,b] — R definit prin (4.2.1), cu f : R® — R
functie de clasi C?. Atunci F este diferentiabild cu

b
42y arm = [ |Z 0. 0010 + 5 0.0 0.010)|

pentru oricare o, h € Ct[a,b].
In utilizarea notatiei derivatei partiale din partea dreaptd a lui (4.2.3), se gan-
deste la (z,y,t) € R3.

DEMONSTRATIE. Daci F este diferentiabild in ¢ € C'[a,b], atunci dF,(h) ar
trebui si fie partea liniard (in h ) a lui F(¢+h) — F(p). Pentru a investiga aceasta
diferenta, notdm dezvoltarea Taylor de gradul doi a lui f in punctul (¢(t), ¢'(¢),t) €
R3:

(424) (ot + b0 (1) + K00 = F (90,0 (8),1)
(42.5) = L (0.0 O+ 5L (0.0 0) + r(A ),
unde

1 [8%f 0% f

r(h(t) = 5 | 575 (€M) (R(#)* +2
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pentru un anumit punct £(¢) al segmentului de dreaptd in R? de la (o(t), ¢'(t),t)
la (o(t) + h(t), ©'(t) + h'(t),t). Daca B este o bild in R? care contine in interiorul
el imaginea drumului ¢ — (¢(¢),¢'(¢),t),t € [a,b] si M este maximul valorilor
absolute ale derivatelor partiale de ordinul doi ale lui f in puncte din B, atunci
rezultd cu usurinta ca

(4.2.6) r((0)] £ 5 (h(0)]+ W ()

pentru toti ¢ € [a, b], dacd ||h||o este suficient de mic.
Din (4.2.4) se obtine

F(p+h) = F(p) = L(h) + R(h),

v = [ [ e o.0m + L ew.vwore]a

b
R(h) = / r(h(t))dt.

Pentru a demonstra ca F' este diferentiabild in ¢ cu dF, = L dupd cum se
doreste, este suficient si conchidem c& L : C'a,b] — R este o functie liniara
continud (prin Exemplul 3.2.10) si apoi si se arate ci

. |R(h)]
4.2.7 lim =
(4.2.7) Ialli—0 [|hl1

Dar din (4.2.6) rezultd imediat c&

b
M
R [ ot s [ @i a=omo o ()
iar aceasta implica (4.2.7). O

In ceea ce priveste conditia (4.2.2), este de interes valoarea lui dF,(h) cand
h € TM, = C}la,b).

COROLARUL 4.2.2. Se presupune, pe ldnga ipotezele Teoremei 4.2.1, ca ¢ este
o functie C? si cd h € C}la,b]. Atunci

a2y arn= [ [ ewewn- 4% ew.¢w0|noa

DEMONSTRATIE. Daci ¢ este o functie C? pe [a, b, atunci
[a,b] >t = 0f [0y (@(t), ¢ (t), )

este o functie de clasi C'. Integrand prin parti, rezulta

[ Lo, ew.nmam

[gz( (1), (1), 1) h(t)K—/a (gj;( (t), go’(t),t)) h(t)dt

= [ 2 (% . 0.0 it

deoarece h(a) = h(b) = 0. Astfel formula (4.2.8) reiese din formula (4.2.3) in acest
caz. g
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OBSERVATIA 4.2.3. Acest corolar aratd ca functia de clasa C? ¢ € M este un
punct extremal pentru F' pe M daca si numai daca

b
af d of
4.2.9 == (), ¢ (), 1) — — == (p(t),¢'(t), )| h(t)dt =0
(129 |5 w00~ S5 .0 w.0] o =
pentru fiecare functie h de clasa C! pe [a, b] astfel incat h(a) = h(b) = 0.
Urmitoarea lema verifici presupunerea naturald ci (4.2.9) poate fi valabila

pentru astfel de functii h numai daca functia dintre paranteze in (4.2.9) se anuleaza
pe [a, b].

LEMA 4.2.4. Daca ¢ : [a,b] — R este o functie continud astfel incat

b
/ e(t)h(t)dt =0
pentru fiecare h € C{a,b], atunci ¢ este identic zero pe [a,b].

DEMONSTRATIE. Se presupune ci ¢ (tg) # 0 pentru unele ¢ty € [a,b]. Apoi,
prin continuitate, ¢ este diferit de zero pe un interval care contine ty, sa zicem,
©(t) > 0 pentru t € [t1,t2] C [a,b]. Dacd h este definit pe [a, b] prin

ht) = (t—t1)2 (t—t2)?, dacat€ [ty ta],
Oa altfel,

atunci h € C§[a, b] si

b to
/ ©(t)h(t)dt = / () (t —t1)% (t — t2)*dt > 0,

t1
deoarece integrandul este pozitiv cu exceptia punctelor finale ¢; si to (Figura 4.2.1).
Aceasta contradictie demonstreazi ca ¢ = 0 pe [a, b].
Conditia fundamentala de necesitate pentru extremali, ecuatia Euler-Lagrange,
decurge imediat din Corolarul 4.2.2 si Lema 4.2.4. (]

F1Gura 4.2.1. Graficul lui A

TEOREMA 4.2.5. Fie F : C'[a,b] — R definit prin (1), cu f : R® — R fiind
o functie C2. Atunci functia C? o € M este un punct extremal pentru F pe
M = {¢ € C'[a,b] : ¢(a) = a si ¥(b) = B} dacd si numai dacd

(10) o (Pl0). (0,0) ~ G5 (60,40, =0
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pentru oricare t € [a,b].

OBSERVATIA 4.2.6. (i). Ecuatia (10) este ecuatia Euler-Lagrange pentru ex-
trema ¢p; este de fapt o ecuatie diferentiald de ordinul doi (obisnuitd) in ¢, deoarece
regula lantului da

dof _ of , o*f , 0%

o = o+ 559" + :

dt 0y  0xz0y Oy? otdy
unde derivatele partiale ale lui f sunt evaluate in (p(t), ¢'(t),t) € R3.

(ii). Ipoteza din Teorema 4.2.5 ci punctul extremal ¢ este o functie de clasa C?
(mai degraba decat doar de clasd C') este de fapt inutild. In primul rand, daca ¢
este un punct extremal care se presupune ci este doar C'!, atunci, printr-o analizi
mai atentd, se poate demonstra cd 9f /9y (¢(t), ¢’ (t),t) este o functie derivabild (de
t) care satisface ecuatia Euler-Lagrange. In al doilea rand, dacd ¢ este un punct
extremal de clasd C* astfel incat

0% f
0zdy

pentru toti ¢ € [a,b], atunci se poate demonstra ci ¢ este, de fapt, o functie C2.
Nu se va considera acest caz, deoarece Teorema 4.2.5, asa cum a fost mentionatd,
cu ipoteza suplimentari ci ¢ este C2, va fi suficients in continuare.

(o(t), ¢/ (t),1) # 0,

Nustram aplicatiile ecuatiei Euler-Lagrange cu doua prime exemple standard.

EXEMPLUL 4.2.7. Se considera un caz special al problemei de a gisi drumul de
lungime minima care uneste punctele (a, a) si (b, 8) in planul ¢t — 2. S& presupunem
in special cd ¢ : [a,b] — R este o functie C? cu p(a) = a si ¢(b) = B al cirui grafic
are lungime minima, in comparatie cu graficele tuturor celorlalte astfel de functii.
Atunci ¢ este un punct extremal (supus conditiilor punctului final) al functiei

b 1/2
Fw) = [ [+ we?] "
a carui functie integrand este
fla,y. )= (1+9?)

Deoarece 0f /0x = 0si 0f /0y =y/ (1 + y2)1/2, ecuatia Euler-Lagrange pentru
 este prin urmare

1/2

/2 —

care la calcul se reduce la

3/2
(1+ )
Prin urmare, ¢ = 0 pe [a, b], deci ¢ este o functie liniard pe [a, b], iar graficul

siu este (dupd cum era de asteptat) segment de linie dreapta de la (a, ) la (b, ).

EXEMPLUL 4.2.8. Se doreste minimizarea ariei unei suprafete de revolutie. Sa
presupunem in special ca ¢ : [a,b] — R este o functie C? cu ¢(a) = a si ¢(b) = f3,
astfel incat suprafata obtinutd prin rotirea curbei x = () in jurul axei ¢ are o
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suprafatd minima, in comparatie cu toate celelalte suprafete de revolutie obtinute
in acest mod (supusi conditiilor finale). Atunci ¢ este un punct extremal al functiei

rw) = [ oo [ o]

a carui integrand este

f(@,y,t) =2mz (1 + y2)1/2 .

Alci of of )
- 2 1 2 1/2 : ) Y
D T (1+9%) st o ‘(1 L y2)1/2

Dupa inlocuirea z = ¢(t),y = ¢'(t) in ecuatia Euler-Lagrange si simplificand,
obtinem

of dof 27T1 +(¢")? — "

or Aoy [1 . (@/)2}3/2 .

Rezultad ca
P

1+ 2]

(prin diferentierea acestei din urma ecuatii), sau

. <P2 _ 2 1/2
c? '
Solutia generala a acestei ecuatii de ordinul intéi este

t+d
(4.2.10) ©(t) = ccosh L,
c

=c¢ (constant )

unde d este o a doua constantd. Astfel curba z = ¢(t) este o catenard (Figura
4.2.2) care trece prin punctele date (a, @) si (b, 5).

x=ccoshf—;£ (6,8)

(a,a)

Q¢————

N S

FiGURA 4.2.2. Curba z = ¢(t)

Se poate demonstra ca, daca b — a este suficient de mare in comparatie cu «
si B, atunci nicio catenard de forma (4.2.10) nu trece prin punctele date (a,a) si
(b, 8), deci in acest caz nu va exista un punct extremal neted.
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Cele de mai sus subliniaza faptul ca ecuatia Euler-Lagrange ofera doar o conditie
necesara ca o functie data ¢ sa maximizeze sau s minimizeze functia integrala data
F'. Se poate intampla fie s nu existe extreme (solutii ale ecuatiei Euler-Lagrange
care sa satisfaca conditiile punctului final), fie ca un extremal dat s nu maximizeze
sau si minimizeze F' (la fel ca un punct critic al unei functii pe R™ nu trebuie sa
furnizeze un maxim sau un minim).

OBSERVATIA 4.2.9. Toatd discutia de pand acum poate fi generalizata de la
cazul cu valori reale la cazul cu valori vectoriale, care se obtine prin inlocuirea
spatiului C''[a, b] al functiilor cu valori reale cu spatiul C* ([a,b], R™) format cu C*-
drumuri in R™. Demonstratiile sunt toate in esenta aceleasi, in afara de inlocuirea
notatiei vectoriale cu notatia scalard, asa ci vom prezenta doar rezultatele.

Considerand o functie C? f : R® x R® x R — R, ne intereseazi extremele
functiei F: C! ([a,b], R™) — R, definite de

b
(4.2.11) F(y) = / £ (b(E), 4 (8), 1) dt,

printre drumurile de clasa C! 1 : [a,b] — R”, astfel incat ¢(a) = «a si ¥(b) = B,
unde « si 8 sunt puncte in R",

Notand cu M submultimea lui C* ([a,b], R") constand din acele drumuri care
indeplinesc conditiile punctului final, drumul ¢ € M este un punct extremal pentru
F pe M daci si numai daca

qu;'TM% =0.
Constatam, ca si tnainte, cd M este un hiperplan. Pentru fiecare ¢ € M,
TM, = C; ([a,b],R") = {¢ € C" ([a, ], R") : ¢o(a) = 9(b) = 0} .
Cu notatia (x,y,t) € R" x R® x R, se poate scrie

(LY U (U2

ox  \ 9z’ Oz, Oy Oy’ Oyn

deci 9f/0x si 0f/0y sunt vectori. Dacd ¢ este un drum de clasid C? in R" si
h € C} ([a,b],R™), atunci gésim (prin generalizarea demonstratiilor Teoremei 4.2.1
si a Corolarului 4.2.2) ca

of d of

b
az1  anm = [ o000 - 55 eo.¢00] o

Se compard cu ecuatia (4.2.8); aici punctul indicd produsul scalar euclidian in
R™.

Printr-o versiune n-dimensionald a Lemei 4.2.4, rezulta din (4.2.12) cd drumul
de clasa C? ¢ € M este un punct extremal pentru F pe M daci si numai daca

(19) o (0l0). 4 (0,0) — G5t (0040, =0

Aceasta este ecuatia Euler-Lagrange sub forma vectoriald. Luand componente,
obtinem ecuatiile scalare Euler-Lagrange
of dof
83% dt 8yl -

(4.2.13) 0, i=1,...,n.
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EXEMPLUL 4.2.10. S& presupunem ci ¢ : [a,b] — R™ este un drum C? de
lungime minimi cu punctele finale & = p(a) si 8 = p(b). Atunci ¢ este un punct
extremal pentru functia F : C! ([a,b], R") — R, definit de

1/2

F(y) = / b (/@) + -+ @hw)]

a carui functie integrand este

f(Xayat> = <y12 + - +yn2)1/2 .

Deoarece df/dz; = 0 si Of /9y, = yi/ (n*+---+ya2)'"*, ecuatiile Euler-
Lagrange pentru ¢ dau

2t
[/ (®) + -+ (0 ()]

Prin urmare, vectorul tangent unitar ¢'(t)/|¢’(t)| este constant, deci rezulta
ca imaginea lui ¢ este segmentul de dreapta de capete « si f.

7z = constant, +=1,...,n

ExXeEMPLUL 4.2.11. Se presupune cé o particuld de masa m se misca in campul
de forte F : R® — R3, unde F(x) = —VV(x) cu V : R — R o functie "energie
potentiala" datd. Conform principiului lui Hamilton, drumul ¢ : [a, b] — R? al par-
ticulei este un punct extremal al integralei diferentei energiilor cinetice si potentiale
ale particulei,

by )
[ [gmie@r - viewn) a.

Se poate deduce ca ecuatiile Euler-Lagrange (4.2.13) pentru aceastd problema
se reduc la legea miscarii lui Newton

F(p(t)) = me"(t).

EXEMPLUL 4.2.12. Daca f(x,y,t) este independentd de ¢, deci 9f/0t = 0 si
¢ : [a,b] — R satisface ecuatia Euler-Lagrange

o _a oy,
or dt \dy)

se poate deduce simplu ci ydf /0y — f este constanta, adicd

O (ot), 0 (1),0) — f (0(8). /(D)) = &

¢'(t) By

pentru oricare t € [a, b].

EXEMPLUL 4.2.13 (Brahistocrona). Se presupune cd o particuld de masa m
alunecd pe un fir fira frecare care conecteazi doua puncte fixe intr-un plan vertical
(Figura 4.2.3). Dorim sd determindm forma y = ¢(x) a firului dacd timpul de
coborare este minim. Sa ludm originea ca punct initial, cu axa y indreptata in jos.
Viteza v a particulei este determinata de ecuatia de energie %va = mgy, de unde
v = +/2gy. Timpul T de coborare de la (0,0) la (z1,y1) este, prin urmare, dat de

1 ds 1 S | 12
o U (29)1/2 0 y1/2

dy 2
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(2 950

F1GUrA 4.2.3. Brahistocronul

Se poate deduce ca curba timpului minim de coborare este cicloida
x=a(f —sinf), y=a(l—-cosh),

generat de miscarea unui punct fix de pe circumferinta unui cerc cu raza a care
se rostogoleste de-a lungul axei x [constanta « fiind determinatd de conditia ca sa
treaca prin punctul (z1,y1)]- Se observa ca

[1 + (y’)ﬂ v

f.y 2) = —gm—
yl/2
este independentd de x; se aplicd Exemplul anterior gi
y/ﬁ — = = 71
oy’ (2(1)1 /27

ecuatie ce se integreaza ugor cu substitutia y = 2asin® 6/2.

OBSERVATIA 4.2.14 (Geodezice). In urmitoarele exemple se vor discuta geodez-
ice (cele mai scurte drumuri) pe o suprafatd S din R3. S& presupunem ci S este
parametrizat de R : R2 — Riyz si cd curba v : [a,b] — S este compunerea
v =Toc,unde c: [a,b] — R2, . Lungimea lui 7 este

b du\? du dv dv\? Y2

unde
_OT oT L _oT or . OT OT
T Ou Ou’ T Ou v’ T v

Pentru ca «y si fie un drum de lungime minima pe S de la y(a) la v(b), trebuie
deci si fie un punct extremal pentru integrala s(y). Se spune ci + este o geodezicd
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pe S daca este un punct extremal (cu punctele finale fixe) pentru integrala

b 2
du du dv du
/a E(dt) +2thdt+G< ) ]dt,

care este mult mai simpla de manipulat.

ExempLUL 4.2.15. (i). Se presupune ci f (x1,x2,y1,y2,t) este independent de
t, deci 9f /0t = 0. Daca ¢(t) = (x1(t), x=2(t)) este un punct extremal pentru

b
da?l d.’l?g
— dt,
/a f (56'1,1'27 dt dt )

22O 2L (o0), o (0.8) + 22/ (0 2L (00), & (1).8) — £ (). 0 (8),8) =
oy dya

este constanta pentru t € [a, b], utilizind

d , 0f of of d [of af
7 (2 5 T) = z}[axidt(ayiﬂ o
(ii). Daci f (u,v,u’,v") = E(u,v) (v')* + 2F (u,v)u'v' + G(u,v) (v')°, se poate
deduce ca or | Lof

=2f.
Vaw t =

(iii). Din (i) si (ii) se dedeuce cd o geodezicd ¢ pe suprafata S este o curbd cu
vitezd constanti, i.e. |©'(t)] = c.

se poate deduce ca

EXEMPLUL 4.2.16. Se va nota cu C?[a, b] spatiul vectorial al functiilor de dou&
ori derivabile cu derivata a doua continué pe [a, b] si cu C2[a, b] subspatiul constand
din acele functii 1 € C?[a, b] astfel incat ¥(a) = ¢'(a) = ¥(b) = ¢'(b) = 0.

(i). Se deduce simplu ci

91, = mae [0)] -+ masx |/ (6)] + mass | ()

t€la,

defineste o norma pe C?[a, b].
(ii). Pentru o functie de clasid C? f : R* — R, se defineste F' : C%[a,b] — R
prin

F) = [ 00,600 0),0)dr

Analog demonstratiei Teoremei 4.2.1, F este diferentiabila cu

dF¢<h>=/a (5ontr+ o+ S ) ar,

unde derivatele partiale ale lui f sunt evaluate in (¢(t), ©'(t), " (¢),1) .
(iii). Integrand prin parti (analog demonstratiei Corolarului 4.2.2), rezulta ca

o= [ [ 4 (%) 2 (2] i

dacd h € Cgla, b).
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(iv). In concluzie, ¢ satisface ecuatia Euler-Lagrange de ordinul doi

of of\ & [(9f\
o it (o) ¥ (52) =°

dacd ¢ este un punct extremal pentru F', supus unor conditii pentru ¢ si ¢’ (pre-
supunand c& ¢ este de clasia C*, ecuatia de mai sus este o ecuatie diferentiala
ordinard de ordinul al patrulea in ¢).

4.3. Problema izoperimetrica

Se va studia asa-numita problema izoperimetricd. Dandu-se functiile f,g
R3 — R, se doreste maximizarea sau minimizarea functiei

b
(43.1) F(y) = / £ (0,0 (0), 1) dt,

cu conditiile ¥(a) = «, ¥(b) = B si "legdtura”

(4.3.2) /f "(t),t)dt = ¢ (constant).

Ca si in Sectiunea anterioara, se va nota cu M hiperplanul din C[a,b] format
din toate functiile de clasid C' v : [a,b] — R astfel incat ¢(a) = a si ¥(b) = 5;
problema este atunci de a localiza extremele locale ale functiei F' pe multimea
M NG~ (c).

Exista o asemanare intre aceasta problema si problemele de extreme cu legaturi
clasice - singura diferentd este cd aici functiile F' si G sunt definite pe spatiul
vectorial normat de dimensiune infinita C[a,b], mai degraba decat pe un spatiu
euclidian finit dimensional. Deci metoda noastra de atac va fi si generalizam in
mod corespunzator metoda multiplicatorilor Lagrange, astfel incat si se aplice si
in acest context.

Se va recapitula pe scurt "metoda multiplicatorilor Lagrange" pe cazul finit
dimensional:

Se considerd F,G : R" — R functii de clasa C' astfel incit G(0) = 0 si
VG(0) # 0. Daca F are un mazim local saw un minim local la 0 supus constrangerii
G(x) =0, atunci existd un numar A astfel incdt

(4.3.3) VF(0) = AVG(0).
Deoarece diferentialele dFy, dGg : R™ — R sunt date de
dFy(v) =VF(0)-v si dGo(v)=VG(0)-v
ecuatia (4.3.1) poate fi rescrisa
(4.3.4) dFy = A o dGy,

unde A : R — R este functia liniara definitd de A(t) = At.

Ecuatia (4.3.4) prezintd metoda multiplicatorilor Lagrange intr-o forma care
este potrivitd pentru generalizare la spatii vectoriale normate (unde sunt disponibile
diferentiale, dar vectorii gradient nu sunt). Pentru demonstratie vom avea nevoie
de urmatoarea lem3 algebrica elementara.

LEMA 4.3.1. Fie a si 5 : E — R functii liniare reale definite pe spatiul vectorial
E astfel incdt
Kera D Ker g, Im 3 = R.
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Atunci existd o functie liniara A : R — R astfel incdt o = Ao 3.

DEMONSTRATIE. Pentru ¢t € R, se considerd x € FE astfel incat S(x) = ¢ si

definiti
A(t) = ax).

Pentru a arita cd A este bine definit, trebuie si vedem ca, daca y este un alt
element al lui E cu (y) = t, atunci a(z) = a(y). Dar dacd 5(z) = B(y) = t, atunci
x—y € Ker 8 C Kera, deci a(z —y) =0, ceea ce implicd imediat ci a(z) = a(y).
Dacid f(z) = s si B(y) = t, atunci

A(as + bt) = a(az + by)
= aa(z) + ba(y)
= aA(s) + bA(t),

deci A este liniar. O

Urmaétoarea teorema stabileste metoda multiplicatorilor Lagrange in cazul gen-
eral (infinit dimensional).

TEOREMA 4.3.2. Fie F si G functii reale de clasd C* pe intreg spatiul vectorial
normat complet E, cu G(0) =0 si dGy # 0 (deci IndGy =R ). Daca F : E - R
are un punct de extrem local in 0 cu legdtura G(x) = 0, atunci existd o functie
liniara A : R — R astfel incdt

Aafirmatia ca ,F are un punct de extrem local in 0 cu legitura G(xz) = 07,
inseamnd ca restrictia F |g-1(g) are un punct de extrem local in 0 € G~1(0).

DEMONSTRATIE. Concluzia va decurge din Lema 4.3.1, cu a = dFj si 8 = dG),
daca putem demonstra ca Ker dF, contine KerdGy. Pentru a realiza aceasta, sa
presupunem mai intai faptul (care urmeaza si fie stabilit ulterior) ci, pentru v €
Ker dGy, existd un drum diferentiabil v : (—,e) — E a cdrui imagine se afli in
G~1(0), astfel incat v(0) = 0 si 7/(0) = v (a se vedea Figura 4.3.1).

Atunci compunerea h = F o~y : (—¢,e) — R are un punct de extrem local in 0
, deci h'(0) = 0. Prin urmare, din regula lantului rezultd

0= h/(O) = dho(l) = dFA,(O) (d’yo(l))
= dFy (7/(0)),
0= dFO (U),
ceea ce trebuia demonstrat. O
Se va folosi "Teorema functiilor implicite" pentru a verifica existenta drumului
diferential + utilizat mai sus. Dacd X = KerdGj atunci, deoarece dGy : E — R
este continud, X este un subspatiu inchis al F si, prin urmare, este complet. Se
alege w € E astfel incat dGo(w) = 1 si se va nota cu Y subspatiul inchis al lui E

format din toti multiplii scalari ai w; atunci Y este o ,copie” a lui R.
Este clar ¢4 X NY = 0. De asemenea, dacd e € E si a = dGy(e) € R, atunci

dGo(e — aw) = dGo(e) — adGo(w) =0

deci ¢ — aw € X. Prin urmare
e=x+vy
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cux € X siy=aw €Y. Astfel F este suma algebricid directd a subspatiilor X si
Y. Mai mult, este adevirat (desi omitem dovada) ci norma pe E este echivalenti
cu norma produsului pe X x Y, asa ca putem scrie E = X x Y. Pentru a aplica
"Teorema functiilor implicite", trebuie s& stim ca dy,Go : Y — R este un izomorfism.
Deoarece Y =~ R, trebuie doar sd ardtdm ci d,Go # 0. Dar, dat (r,s) € X xY = E,
avem
dGo(r,s) = dGo(r,0) + dGo(0, s)

= dGy (07 S)

= dyGole)
deci ipoteza ca d,Go = 0 ar implica c& dGy = 0, contrar ipotezei.

Ficura 4.3.1. Demonstratia Teoremei 4.3.2

In consecintd, "Teorema functiilor implicite" produce o functie de clasa C*
0 : X =Y al cirei grafic y = p(r) in X x Y = E coincide cu G~1(0), in interiorul
unei vecinatati a lui 0. Dacd H(x) = G(z, ¢(x)), atunci H(z) = 0 pentru x aproape
de 0, deci

0= dHo(u) = deo(’u) + dyG() (d(po(u))
= dyGo (dipo(u))

pentru toti v € X. Rezulta deci cd dyg = 0, deoarece d,Gg este un izomorfism.
In cele din urma, dat v = (u,0) € KerdGy, se defineste v : R — E prin (t) =
(tu, (tu)). Atunci v(0) = 0 si y(¢t) € G1(0) pentru ¢ suficient de mic si

7(0) = (u,depo(u)) = (u,0) = v
asa cum se dorea.
Acum se poate discuta in sfarsit problema izoperimetricid. Fie f si g functii
reale de clasid C? pe R3 si se definesc functiile reale F si G pe C[a, b] prin

b
(4.3.6) F()= [ f((t),¢'(t).t)dt,
b

(4.3.7) Gw) = / 0 ((8), 0/ (), £) di — c,
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unde ¢ € R. Se presupune ci ¢ este un element de clasa C? al lui C'[a,b] in care
F are un extrem local pe M NG~1(0), unde M este hiperplanul obisnuit in C*[a, b]
care este determinat de conditiile 1(a) = «a si ¥(b) = 8.

S-a vazut (in Sectiunea anterioard) ci M este translatia (prin orice element fixat
al lui M) a subspatiului C¢[a,b] al lui C'[a,b] format din elementele ¢ € C[a, b]
cu (a) = (b) = 0. Fie T : Ci[a,b] — M translatia definitd de

T(W)=v+e.
Se observad cd T'(0) = ¢, in timp ce
dTy : Cila,b] — Cgla,b] = TM,

este aplicatia "identitate".

Se vor considera functiile reale F' o T si G o T pe C}|a,b]. Faptul ca F are un
extrem local pe M N G~1(0) in ¢ implica faptul cd F o T are un extrem local in 0

cu conditia G o T'(¢)) = 0.
Se presupune cd @ nu este un extrem pentru G pe M, adica ca

dGoirpr, 70,

deci d(GoT)g # 0. Atunci Teorema 4.3.2 se aplicd pentru a furniza o functie liniara
A : R — R astfel incat

d(FoT)y=Aod(GoT)y.
Deoarece dTj este aplicatia identitate pe Cl[a, b, regula lantului da
dF, = Ao dG,

pe Cgla,b]. Scriind A(t) = Mt si aplicand calculul din Corolarul 4.2.2 pentru
diferentialele dF, si dG, concluziondm ca

b
[ si L et 0.0 - 59 (ot 01.0)| oy =

b dg / d dg ’
[ |G 0. 0.0 = F 3 (o000 it
pentru toti u € C}la, b].
Daci h : R? — R este definit de
h(x,y,t) = f(xa yvt) - )‘g(xa yvt)u

rezultd ca
b
oh , d Oh ,
| [5a et 0.0 - G5 0. @,0)] utorae =
pentru toti u € Ci[a,b]. O aplicare a Lemei 4.2.4 completeazi in final demonstratia

urmatoarei teoreme.

TEOREMA 4.3.3. Fie F si G functiile reale pe C'[a,b] definite de (4.3.6) si
(4.3.7), unde f si g sunt functii de clasd C? pe R®. Fie ¢ € M o functie de clasd
C? care nu este un extrem pentru G. Dacd F are un extrem local in o cu conditiile

Pla)=a, ¥(b)=p5, i G¥)=0,
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atunci exista un numar real X astfel tncat ¢ satisface ecuatia Euler-Lagrange pentru
functia h = f — A\g, adica
oh d Oh
4.3.8 — (o), ¢ (t),t) — — = ((t),¢'(t),t) =0
(133) el COR O R TR ORI O
pentru toti t € [a, b].

Urmitoarea aplicatie a acestei teoreme este cea care a dat numele de "izoperi-
metrica" unor astfel de probleme cu legaturi in calculul variational.

ExeMPLUL 4.3.4. S& presupunem ci ¢ : [a,b] — R este acea functie nenegativa
(dacd exista) cu p(a) = ¢(b) = 0 al cirei grafic z = ¢(t) are lungimea L, astfel incat
aria de sub graficul siu este maximi. Vrem sid demonstrim ci graficul © = o(t)
trebuie si fie un arc de cerc (Figura 4.3.2).

—

Ficura 4.3.2. Un arc de cerc

Daci f(x,y,t) = x si g(z,y,t) = /1 + y?, atunci ¢ maximizeazi integrala

/f (1), 1) dt,

b
o) =) =0 si / g (p(t), ' (1), ) dt = L

Deoarece 0f /0x = 1,0f /0y = 0g/0x = 0,09/0y = y/+/1 + y? , ecuatia Euler-
Lagrange (4.3.8) este
/
12 d (W) =0,
dt \ 1+ (¢'(1))

) 1
1+ )™

X.
Aceasta ultimd ecuatie spune cid curbura curbei ¢ — (t,(t)) este constanta
1/A. Prin urmare, imaginea sa trebuie sa faca parte dintr-un cerc.

cu conditiile

Sau

OBSERVATIA 4.3.5. Discutia de mai sus a problemei izoperimetrice se general-
izeazd intr-o manierd directd in cazul in care existd mai mult de o legaturd. Avand in
vedere functiile C? f,g1,..., g% : R? = R, dorim s& minimizam sau si maximizam
functia

b
(4.3.9) F(y) = / £ (0,0 (6), 1) dt,
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cu conditiile ¥ (a) = «, ¥ (b) = S si legaturile

b
(43.10) Gi() = [ 9 (0.0 1) dt =0,
Problema noastra este atunci sa gasim extremele locale ale lui F' pe MNG~1(0),
unde M este hiperplanul obisnuit in C*[a, b] si
G =(Gy,...,Gy): Ca,b] — R

Rezultatul, analog Teoremei 4.3.3, este urmatorul:
Fie p € M o functie de clasda C? care nu este un extrem pentru orice combinatie

liniara a functiilor Gy, ..., Gi. Daca I are un extrem local in ¢ cu conditiile
Yla)=a, ¥(b)=p5, si G)=0,
atunci exista numere A1, ..., A\ astfel incdt ¢ satisface ecuatia Euler-Lagrange pen-

tru functia

k
h=F=> g
i=1

Includerea detaliilor complete ale demonstratiei ar fi repetitiva, asa ca pur si
simplu subliniem modificirile necesare fatd de demonstratia Teoremei 4.3.3.

Intai Lema 4.3.1 si apoi Teorema 4.3.2 sunt usor de generalizat dupi cum
urmeazi. In Lema 4.3.1 se considerd ci 3 este o aplicatie liniara de la E la R*
cu Im B = R*, iar in Teorema 4.3.2 se considerd ci G este o aplicatie de clas3
C! de la E la R” astfel incat G(0) = 0 si ImdGy = R¥. Singura modificare este
cdi, in concluzia fieciruia, A devine o functie liniara cu valori reale definiti pe R”.
Dovezile raman in esenta aceleasi.

Apoi se aplicd Teorema generalizata 4.3.2 aplicatiilor F' : Ct[a,b] — R si G :
Clla,b] — R* definite prin (4.3.9) si (4.3.10), in acelasi mod in care s-a aplicat
Teorema originald 4.3.2 (in demonstratia Teoremei 4.3.3) la functiile definite de
(4.3.6) si (4.3.7). Singura observatie suplimentard necesard este cd, daci ¢ nu
este un punct extremal pentru nicio combinatie liniard a functiilor componente
G1,...,Gy, atunci rezultd usor cd dG, aplica T'M, pe R¥. Conchidem apoi, ca
mai sus, ca

dF,=AodG, pe Cjla,b],

pentru o functie liniara A : R¥ — R. Scriind A (z1,...,73) = Zle Aix;, ajungem
la concluzia ca

b
[ si S et @.0 - 55 ol 0.0] ey =

= i* / 2 ). 00~ 2% 0,0, ity

- P 3 “ 6$ <)0 7<)0 ) dt ay <p 7<p 9 u 3
pentru oricare u € Clla,b]. Aplicind Lema 4.2.4 rezultd ci ¢ satisface ecuatia
Euler-Lagrange pentru h = f — Y A\;g;.

OBSERVATIA 4.3.6. (i). Se poate generaliza problema izoperimetricd la cazul
cu "vectorial" dupa cum urmeazi:
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Fie f,g: A" x R™ x R — R functii si sa presupunem cd@ ¢ : [a,b] — R™ este un
punct extremal pentru

b
F() = [ 0,000 dr
cu conditiile ¥(a) = a,(b) = S si

b
G(yp) = / g ((t), ' (t),t) dt = c.

In conditii de requlariate corespunzdatoare, pentru un numdar A, drumul ¢ satis-
face ecuatiile Euler-Lagrange
oh _d oh 0
pentru funclia h = f — Ag.

(ii). Fie ¢ : [a,b] — R? o curbd inchisd din plan, p(a) = ¢(b) si ¢(t) =
(z(t),y(t)). Din (i) rezulta ca, dacd ¢ maximizeaza integrala ariei

1 b
5/ (zy" —ya') dt,

i1=1,...,n

supusd conditiei

b 5 o\ 1/2
/ ((m') + () ) dt =L (constant),
a
atunci imaginea lui ¢ este un cerc.

4.4. Probleme de integrale multiple

Pana acum, ne-am limitat atentia la problemele punct de extrem asociate cu
integrala simpl& f;f(w(t)71/)’(t),t) dt, unde 9 este o functie a unei variabile. In
aceastd sectiune discutam pe scurt problemele analoge asociate cu o integrald mul-
tipla al carei integrand este o functie ,necunoscutd” de mai multe variabile. Fie D
o regiune din R™. Pentru f : R2"*! — R, ciutim si maximizim sau si minimizam
functia F' definita de

(441) F(’(/J) :/Df(:El,...,xn;w(ifla...7xn)a88;/}1,...,88;[]) dX»

cu functii de clasd C! ¢ : D — R care sunt egale cu o functie fixa datd 1o : D — R
pe frontiera 0D a lui D. In ceea ce priveste vectorul gradient

Vi (x) = (D19(x), - -+, Dntp(x)) ,

putem rescrie (4.4.1) ca

(142 F(6) = [ 16000, )i
D
Pe parcursul acestei sectiuni se vor nota primele n coordonate in R2nt+1 ¢y
T1,...,%,, coordonata (n + 1)-a cu y, iar ultimele n coordonate in R2"T! cu
21y...,2n. Astfel, se va scrie R2"T! = R™ x R x R™ iar (x,y,z) este punctul

tipic al lui R?"*1, In ceea ce priveste aceasta notatie, ne intereseaza functia

F(y) = /D F(x,y,2)dx,
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unde y = ¥(x) si z = V(x).

Functia F este definitd de (4.4.2) pe spatiul vectorial C''(D) care consta din
toate functiile de clasd C'! cu valori reale definite pe D (cu adunarea punctuala
si inmultirea cu scalari obisnuite). Transformdm C!(D) intr-un spatiu vectorial
normat prin definirea

(443 46 = mav [9(x)| + max [V ().

Se poate verifica apoi ca spatiul vectorial normat C'(D) este complet. Demon-
stratia acestui fapt este similard cu cea a Corolarului 3.1.19 (pentru C'[a,b] com-
plet), dar este mai laborioasa si se omite.

Fie M submultimea lui C'*(D) constand din acele functii v care satisfac ,,conditia
la limita”

P(x) =1o(x) daca xe€09D.
Apoi, dandu-se w € M, diferenta 1) — 1)y este un element al subspatiului

Co(D)={peC'(D):p(x)=0 dacdi xndD}

lui C1(D), constand din toate acele functii de clasa C! definite pe D care se anuleaza
pe OD. In schimb, daci ¢ € C}(D), atunci in mod clar 1 +¢ € M. Astfel M este
un hiperplan in C*(D) si anume translatia prin elementul fix 1)y € M a subspatiului
C}(D). prin urmare
TMy = Cy(D)

pentru toti ¥ € M.

Daca F : C*(D) — R este diferentiabil la ¢ € M, iar F' | M are un punct de
extrem local la ¢, Teorema 3.3.10 implica faptul ca

(4.4.4) dF,(h) =0 for all h € C§(D).

La fel ca in cazul cu o singurd variabild, vom numi functia ¢ € M extremi
pentru F' pe M daca indeplineste conditia necesard (4.4.4).

Urmitoarea teorema este analogd cu Teorema 4.2.1 si oferd calculul diferentialei
dF, pentru F definit de (4.4.1).

TEOREMA 4.4.1. Sa presupunem ca D este o regiune compactd celulatd n-
dimensionald in R™ si ci f : R**1 — R este o functie de clasa C*. Atunci
functia F : CY(D) — R definita de (4.4.1) este diferentiabild cu

" 9f Oh
4.4. dF,(h) = d
(145 ¢<>/D[ 03 gt g 09 ax
pentru toti o, h € C1(D). Derivatele partiale
of of . of
Oy’ 0z 7 Oz,

in (4.4.5) sunt evaluate in punctul (x, p(x), Vo(x)) € R2nHL

Metoda de demonstratie a Teoremei 4.4.1 este aceeasi cu cea a Teoremei 4.2.1,
folosind dezvoltarea Taylor de gradul doi a lui f.
Avand in vedere conditia (4.4.4), ne intereseazi valoarea lui dF,(h) cand h €
= C§(D). Urmitoarea teorema este analoagd Corolarului 4.2.2.



68 4. CALCUL VARIAt{IONAL

TEOREMA 4.4.2. Se presupune, pe ldnga ipotezele Teoremei 4.4.1, ca ¢ este o
functie C? si ci h € C}(D). Atunci

(4.4.6) dF,(h) = / [ ;% ( aziﬂ h(x)dx.

Aici, derivatele partiale ale lui f sunt evaluate in (x, p(x), Vip(x)) € R?"HL

DEMONSTRATIE. Se considerd (n — 1)-forma diferentiala definitd pe D prin
w= Zn:(—l)i“ghdxl A Adzg A Ada
i=1 9z ' v
Un calcul de rutina da

I~ [0fon O (Of
dw = [Z (821 oz; + ox; (321) h)] dx,

i=1

unde dx = dxq A - -+ A dx,. Prin urmare
df oh B —~ d (of
(Z 9z 81’1) = dw (Z 0x; (321) h) dx.
Inlocuind aceasta in ecuatia (4.4.5), obtinem

(4.4.7) dF,(h) = /D [ Z - ( azﬂ hdx + / .

Dar [, dw = [,,w =0 din Teorema lui Stokes 2.6.3 si faptul ca w =0 pe 9D
deoarece h € C}(D). Astfel ecuatia (4.4.7) se reduce la ecuatia (4.4.6). O

OBSERVATIA 4.4.3. Teorema 4.4.2 aratd ci functia de clasa C? ¢ € M este un
extrem pentru F' pe M daca si numai daca

/ z": aiz (azzﬂ hx)dx =0,

pentru fiecare h € C} (D). Din acest rezultat si analogul multidimensional evident
al Lemei 4.2.4 obtinem imediat ecuatia multidimensionala Euler-Lagrange.

TEOREMA 4.4.4. Fie F : CY(D) — R definit prin ecuatia (4.4.1), cu
R2"+ — R fiind o functie de clasi C?. Atunci functia de clasi C? ¢ € M este un
extrem pentru F pe M dacd si numai dacd

af " 0%f
gy (0 09 Vo) = 3 55

pentru toti x € D.

(%, p(x), Vo(x)) = 0,

Ecuatia

of < 0 [Of
(4.4.8) - ; = (aZi) o,

cu derivatele partiale ale lui f evaluate in (x,p(x), Vi(x)), este ecuatia Euler-
Lagrange pentru punctul extremal . Dam cateva exemple pentru a ilustra aplicatiile
sale.
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ExempLUL 4.4.5 (Suprafete minimale). Dacd D este un disc in plan si pq :
D — R o functie, atunci graficul lui g este un disc in R3. Luim in considerare
urmitoarea intrebare. In ce conditii graficul (Figura 4.4.1) al functiei ¢ : D — R
are o suprafatd minima, printre graficele tuturor acelor functii ¢ : D — R care
coincid cu g pe curba de frontiera 0D a discului D?

y
Y =px)

A

F1GURA 4.4.1. Graficul lui ¢ : D - R

Se poate discuta generalizarea n-dimensionald a acestei intrebari. Deci, in-
cepem cu o n-varietate-cu-bord compacta D C R"™ si o functie de clasa C' ¢y :
D — R, al carui grafic y = ¢o(x) este o n-varietate-cu-bord in R"™! (a se vedea
Sectiunea 2.5).

Aria F(p) a graficului functiei ¢ : D — R este (conform cu (2.7.8))

Fg) = /D 1+ V()]

Prin urmare, dorim si minimizim functia F : C'(D) — R definitd de (4.4.1)
cu

1/2 dx.

fxyz) = (L4234 +22) "%
Cum

ﬂ_o of 2

Oy 7 0z (L4zm24 422

ecuatia Euler-Lagrange (4.4.8) pentru aceastd problem este

"0 [ 0Op o1-1/2)
Z&:,;(axi[lﬂv‘p” )_0

i=1

Dupa calcularea derivatelor partiale indicate si simplificare, obtinem

" dp O D3¢
2 2, _ _r
(4.4.9) (1 + |V<p| ) Vip = Z Ox; ij 81‘1-8.%'7

i,j=1
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unde

oz?’
i=1
ca de obicei. Prin urmare, ecuatia (4.4.9) oferd o conditie necesard ca aria graficului
lui y = p(x) sa fie minim&, printre toate n-varietitile-cu-bord din R"*! care au
aceeasi limita.

In problema initiald a suprafetelor minime bidimensionale, se obisnuieste s3 se
foloseasca notatiile

Vi =

z=@(x,y) —% —%
=@ 7y’p_(9x7q_6y7
0%z 0%z 0%z

r=—7,8=—F—,t=—.
Ox? 0x0y Oy?
Cu aceastd notatie, ecuatia (4.4.9) ia forma
(1+q2)r—2pqs—|— (1+p2)t=0,
care este o ecuatie diferentiald de ordinul doi cu functia necunoscutd z = ¢(x,y).
EXEMPLUL 4.4.6 (Membrana vibrantd). Se va aplica principiul lui Hamilton
pentru a deriva ecuatia de unda pentru miscarea unei ,membrane” n-dimensionale
care vibreaza. Cazurile n = 1 si n = 2 corespund unei coarde vibrante si, respectiv,
unei membrane ,uzuale”.
Presupunem ca pozitia de echilibru a membranei este n-varietatea-cu-bord com-
pacta
W CR" =R" x {0} c R""}
si ca vibreaza cu limita fixatd. Fie miscarea acesteia descrisa de functia
p: W xR—=R,

in sensul ci graficul y = p(x,t) este pozitia in R"*! a membranei la momentul ¢
(Figura 4.4.2).

y=plx, /)

F1GURA 4.4.2. Graficul y = p(x,1)

Daca membrana are densitatea constantd o, atunci energia sa cinetica la mo-
mentul ¢ este

(4.4.10) T(t) = 5 /W [Dap(x, 1)) dx = % /W (g‘f)z dx.
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Presupunem pentru inceput ca energia potentiala V' a membranei este proportionala

cu cresterea suprafetei acesteia, adica
V(t) = 7(a(t) — a(0)),

unde a(t) este aria membranei la momentul ¢. Constanta 7 se numeste ,tensiune
superficial®”’. Uzand de formula cunoscutd pentru calculul ariei (formula (2.7.8))

rezulti
V(t):7</ [1+|V<p\2]1/2dx—/ dx>
w w

:T/W[(”éw'”“) _1] dx.

Presupunem acum ca deformarea membranei este atat de usoara incat termenii
de ordin superior (indicati prin puncte) pot fi neglijati. Energia potentiala a mem-
branei la momentul t este apoi data de

(4.4.11) vi)=1 /W V() [2dx.

Conform principiului lui Hamilton, miscarea membranei este de asa natura
incat valoarea integralei

/ab[T(t) _ V() = /ab (/W [; (%:)2 _ ;|w2] dx) dt

este minimi pentru fiecare interval de timp [a, b]; adicd, dacd D = W x [a, b], atunci
miscarea actuald ¢ este un punct de extrem pentru functia F : C1(D) — R definita
de

wm o= f 1RG5 (E) -5 @)

pe hiperplanul M C C!(D) format din acele functii 1) care coincid cu ¢ pe dD.
Dacd notdm ¢t = x,, 1 si definim f pe R?"+3 = R2"+1 x R xR?"*+! prin

T o
f(x7y7z) = _5 (Z12 + -+ Zn2) + 52524-17
atunci putem rescrie (4.4.12) ca
F(w) = [ foxp)ix
D
unde y = ¢(x) si z = Vi(x). Cum
of _0 of , of

=0, =—72z dacd iZ<n, s —— =o02z441,

aZn+1
rezultd cd ecuatia Euler-Lagrange (4.4.8) pentru aceastd problemd este

- 822 8zn+1 - .
T (Z 8%‘1') - 03$n+1 =0, z=Vex),

sau
(4.4.13) V3 =0—.

Ecuatia (4.4.13) se numeste ecuatia de undd n-dimensionald.
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