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INTRODUCERE

Teoria grafurilor s-a dezvoltat la inceput in paralel cu algebra si a avut ca punct de
plecare jocurile matematice. Aceasta forma a stiintei a capatat in timp atat forma cat si
continut propriu, devenind un tot unitar bine conturat si bine fundamentat teoretic, cu larga
aplicare practica.

Originile teoriei grafurilor se gasesc 1n rezolvarea unor probleme de jocuri si
amuzamente matematice, care au atras atentia unor matematicieni de seama, cum ar fi: Euler,
Hamilton, Cayley, Sylvester, Birkoff.

,Data nasterii” teoriei grafurilor poate fi considerata anul 1736, cand matematicianul
elevetian Leonhard Euler a publicat in revista Comentarii Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae un articol in limba latina (Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis — Solutia unei probleme legate de geometria propozitiel) In care a clarificat
»problema celor sapte poduri”, stabilind astfel o metoda pentru rezolvarea unei intregi clase
de probleme.

Numeroase situatii din viata cotidiana pot fi modelate cu ajutorul teoriei grafurilor.

Numeroase probleme practice, cu aplicatii in fizicd, economie, chimie, sociologie
etc., is1 gasesc solutia utilizand algoritmi din teoria grafurilor.

Cu 200 de ani mai tarziu, in 1936, aparea la Leipzig prima carte de teoria grafurilor,
al carui autor este matematicianul maghiar Dénes Konig. In amintirea contributiei lui Euler,
unele notiuni si tipuri de grafuri de care acesta s-a ocupat sunt denumite de catre Konig lang
(ciclu) eulerian, graf eulerian, etc.

Un alt matematician care s-a ocupat de aceleasi probleme ca si Euler (se pare, fara a
cunoaste articolul) dar care si-a publicat rezultatele cercetarilor sale in anul 1873, a fost Carl
Hierholzer. Acesta a demonstrat in plus unele rezultate care lui Euler i se parusera evidente.

Tn 1851 articolul lui Euler a fost tradus si publicat in revista Nouvelles Annales de
Mathematiques, iar rezultatele sale au fost imbogatite, fiind studiate in clase speciale de
grafuri.

Alte izvoare ale teoriei grafurilor sunt: studiul retelelor electrice, problema celor
patru culori, aplicatiile teoriei grafurilor in chimie (initiate de Cayley), probleme
hamiltoniene, grafuri planare, etc.

Fizicianul Kirchhoff a studiat la mijlocul secolului trecut retelele electrice cu metode
care apartin astazi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii (in anul 1845 a
formulat legile care guverneaza circulatia curentului intr-o retea electrica iar Tn anul 1847 tot
el a ardtat cum poate fi construitd Intr-un graf o multime fundamentald de cicluri,
demonstrand ca, pentru orice graf conex cu n varfuri $i m muchii, o multime fundamentala
de cicluri contine intotdeauna m-n+1 cicluri).

Lucrarea de fata are drept scop sa-i introduca pe cititorii ei, cu diferite niveluri de
pregatire, in aplicatiile de Teoria Grafurilor. Ideea de baza, in jurul careia graviteaza
intregul material, este de a gasi decizii pe termen scurt la problemele practice prin
intermediul unor modele matematice apartinand teoriei grafurilor.

Punctul de vedere si tematica lucrarii reflectd preocuparea de a gasi posibilitatea
intelegerii avantajelor pe care le oferd matematica unui cerc larg de cititori, incepand chiar cu
elevii de liceu. Pentru elevii de liceu, materialul prezentat constituie un stimulent in invéatarea
algoritmica si logica a problemelor din domeniul fizicii, chimiei, informaticii etc.

Tn scopul atingerii obiectivelor amintite, lucrarea, reludnd teoria matricilor, vectorilor
si sistemelor liniare si prezentand-0 intr-o maniera accesibila, construieste o gama larga de
procedee si metode matematice pe care le trimite la probleme de interes practic. Notiunile



sunt prezentate treptat in functie de gradul de dificultate, iar necesitatea introducerii acestora
este justificatd cu numeroase exemple practice.
Lucrarea este structurata in patru capitole si anume:

- Capitolul I - Elemente de teoria grafurilor, care cuprinde notiuni generale
despre grafuri orientate si neorientate, tipuri de conexitate in grafuri, matrici atasate unui graf
orientat, metode pentru determinarea componentelor tare conexe ale unui graf si aplicatii
practice ale grafurilor;

- Capitolul Il - Drumuri minime-maxime in grafuri, care cuprinde transport pe
drumuri minime-maxime n grafuri, algoritmi pentru determinarea drumurilor minime si
aplicatii;

- Capitolul 111, Drumuri hamiltoniene in grafuri, care cuprinde transport pe
drumuri hamiltoniene, algoritmi pentru determinarea drumurilor hamiltoniene si aplicatii la
transporturi pe drumuri hamiltoniene;

- Capitolul IV, Aspecte metodice, care cuprinde aspecte metodice si aplicatii.

Fiecare capitol cuprinde o prezentare teoreticd a informatiei, iar la final aplicatii
practice la notiunile prezentate.

Am ferma convingere cd maniera in care este conceputd lucrarea va duce la cresterea
interesului pentru informatica si mai ales pentru Teoria Grafurilor cu aplicabilitate mare Tn
toate domeniile de activitate, aratand mai clar universalitatea aplicatiilor ei.



CAPITOLUL 1

GRAFURI ORIENTATE $1 NEORIENTATE

1.1. Notiuni generale despre grafuri

Definitia 1.1.1. Fie V o multime finita si nevida de elemente (pe care le numim
varfuri, noduri sau puncte) si fie E o multime de perechi ordonate de vdrfuri din V (pe care
le numim arce sau linii).

Cuplul format din multimile V si E se numeste graf orientat si se noteaza prin

G=(V, E).

Observatia 1.1.1. Multimea V, a varfurilor grafului, poate fi si infinita, dar
numarabild, caz in care graful este numit graf infinit. De asemenea, pot fi luate n
consideratie grafuri la care intre doua varfuri pot exista mai multe arce cu acelasi sens (asa-
numitele multigrafuri). Nu voi folosi astfel de grafuri in lucrarea de fata.

Observatia 1.1.2. Un arc de forma (x;, Xj) cu i € V, se numeste bucla. In lucrarea de
fata, nu voi lucra cu grafuri ce contin bucle.

Exemplul 1.1.1. Fie V = [X1, X2, X3, X4, X5] multimea operatiilor de prelucrare, ce
trebuie aplicate pentru fabricarea unei piese P, aceste operatii reprezentand varfurile unui
graf orientat G. Vom considera ca graful G contine arcul (x;, X;j), CU X;, Xj € V, daca operatia
notatd cu x; nu poate fi efectuatd daca nu s-a efectuat anterior (indiferent cand) operatia X;.
Conform acestei conventii, sd presupunem ca multimea arcelor grafului G este urmatoarea:

E = [(X1, X2), (X1, X3), (X1, Xa), (X1, X5), (X2, Xa), (X2, X5), (X3, Xa), (X3, Xs), (Xs, Xs)]

Fiind cunoscute multimile V si E, graful G = (V, E), care exprimda matematic,
fenomenul de realizare a piesei P, este perfect determinat.

Deosebit de utila este adesea reprezentarea geometrica a unui graf orientat, care se
obtine in modul urmator:

- se reprezinta varfurile grafului ca puncte in plan;

- fiecare arc (X;, Xj) € E se reprezinta printr-o linie ce uneste punctul corespunzator
varfului X; cu punctul corespunzator varfului x;, linie pe care se gaseste o sdgeata, cu
sensul de la x; catre x;.

Dam, ca exemplu, reprezentarea geometrica a grafului G=(V, E), definit in exemplul
precedent, aceasta avand forma din figura 1.1.1.

In unele aplicatii practice, la folosirea conceptului de graf nu este necesari orientarea
liniilor grafului. In astfel de situatii, in locul multimii de arce, se considerd o multime
analoaga numitd mulfimea muchiilor. O muchie, ce uneste varfurile x; si Xj, este perechea
neordonata a acestor varfuri (nu conteaza ordinea lor); ea se reprezinta simbolic prin [x;,Xj] s1
este evident identicd cu [x;, Xi]. Putem astfel sd vorbim despre graful neorientat G=(V, E).

Observatia 1.1.3. Un graf neorientat G=(V, E) poate fi inlocuit in aplicatii printr-
unul orientat, cu aceeasi multime de varfuri, dar corespunzator fiecdrei muchii [Xx;, Xj]€E,
introducandu-se in noul graf doua arce de sens contrar, (Xi, X;j) si (Xj, Xi). Pot fi folosite, de
asemenea, si grafuri mixte, care contin atat arce, cat si muchii.

Observatia 1.1.4. Reprezentarea geometrica a unui graf neorientat se face
asemanator cu aceea a unui graf orientat, cu deosebirea ca nu mai punem sageti pe linii.
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Fig.l.1.1

Exemplul 1.1.2. Sa interpretdim punctele importante ale unei retele de curent
alternativ ca varfuri, iar liniile electrice care le unesc, ca niste muchii (evident, nu conteaza
sensul acestora). Se defineste astfel un graf neorientat, ce poate reprezenta matematic refeaua
electrica respectiva.

Considerand un arc (X, Xj), al unui graf orientat, spunem cd x; este extremitatea
initiald, iar X;j extremitatea finala a arcului. Evident, in cazul unei muchii, distinctia dintre
cele doud extremitati nu se mai face.

Definitia 1.1.2. Doua vdrfuri ale unui graf, G=(V, E), se numesc varfuri adiacente,
daca ele sunt unite in graf prin cel putin un arc (o muchie). Spunem, de asemenea ca un arc
(muchie) este incident unui vdrf, daca varful respectiv reprezintd una din extremitdtile
arcului (muchiei). Mai precis, in cazul grafului orientat, dacd este incident exterior
varfului, iar daca vdrful este extremitatea finald a arcului, spunem ca arcul este incident
interior varfului.

Ca exemplu, sa luam arcul (X2, xs) din figura 1.1.1 el este incident exterior varfului x,
si incident interior varfului Xs.

Definitia 1.1.3. Numdarul de arce incidente exterior unui Varf x; €V, poarta numele
de grad exterior de incidenta corespunzator vdrfului xi §i se noteazd cu g+(Xi), sau, mai
simplu, cu g;i". Analog, numdrul de arce incident interior varfului x; este gradul interior de
incidenta al varfului x; si se noteaza cu g (x;) sau cu gi. Gradul de incidenta al unui varf
Xi eV (fara specificarea de grad exterior sau interior) este dat de numarul de arce incidente
varfului xi, el se noteaza cu g(xi), sau mai simplu cu gi. In cazul unui graf orientat §i fard
bucle, avem evident: g; = gi"+ gi".

Pentru aplicarea grafurilor la problemele puse de practica, unui graf G=(V,E) i se mai
atageaza adesea o functie reald w : E—>R, numita funcfie valoare. Aceasta functie face ca
fiecarui arc (x;, Xj)€E sa-i corespunda o valoare reald notata cu W(X;, X;) si numita valoarea
arcului. Tn acest fel, graful devine un graf ponderat si se noteaza, simbolic prin G=(V,E,w).
Desigur, asemanator se pot ataga valori si muchiilor unui graf neorientat.

In ceea ce priveste interpretarea valorilor ce se ataseazi, arcelor (muchiilor) unui
graf, acesta depinde de problema practici ce se rezolva cu ajutorul modelului graf
corespunzator.

Exemplul 1.1.3 Se da graful G = (V, E, w), in care:

- varfurile reprezinta punctele ce trebuie aprovizionate de un depozit,

-valoarea W(Xi, Xj), atasata arcului (x;, X;)€E, reprezintd cheltuielile de transport al
unei unitati de produs intre punctele x; si X; (in aceasta ordine).

Definitia 1.1.4. Se numeste drum intre varfurile x; si xj, intr-un graf orientat, o
succesiune de arce, astfel incdt extremitatea initiald a fiecaruia coincide cu extremitatea



finala a celui precedent, exceptie facand extremitatea inifiala a primului arc, care este X §i
extremitatea finala a ultimului arc, care este xj. Drumul descris se reprezinta pe scurt prin
d(xi, X;), iar desfasurat se scrie astfel:
d(Xi, Xj) = (Xi, X, X1, Xm, «vy Xps X)),

cu conventia ca nu se scriu de doua ori extremitatile ce coincid, pentru fiecare pereche de
arce alaturate. Lungimea unui drum este, prin conventie, numarul de arce din care este
compus drumul. Evident, un drum de lungime egald cu unu nu este altceva decat un arc.
Valoarea unui drum este egala cu suma valorilor arcelor ce formeaza drumul. Astfel, fiind
datd functia valoare W.E—R, valoarea drumului d(x;, X;) este data prin:

W[d(Xi, Xj)] = Z w(xs,xt)
(xs ,xt)ed

Definitia 1.1.5. Se numeste drum elementar un drum care nu trece de douda ori prin
acelasi varf.

Definitia 1.1.6. Se numeste drum hamiltonian - notat prescurtat cu DH - un drum
care trece prin toate varful grafului, cate o singura data.

Daca un graf orientat contine cel putin un drum de la x; la Xj, spunem ca x; atinge pe
Xj, sau cd X; este atins de la X;. Numarul de varfuri, ce pot fi atinse de la varfuri x;, poartd
numele de putere de atingere a varfului X; si se noteaza cu p(xj), sau mai scurt cu Pi. Doua
varfuri, x; si x;, astfel incat in graful G, x; atinge pe Xx;, iar X; atinge pe X;, se zic varfuri mutual
atinse; aceasta inseamna de fapt ca graful G contine cel putifn un drum de la x; la X; si cel
putin un drum de la x; la X;.

Definitia 1.1.7. Se numeste circuit intr-un graf, un drum inchis, in sensul ca
extremitatea finald a drumului coincide cu extremitatea initiala a sa.

Definitia 1.1.8. Se numeste circuit Hamiltonian, notat pe scurt prin CH, un circuit
care trece prin toate varfurile grafului cdte o singura data, cu exceptia extremitatilor, ce
coincid.

Toate conceptele, definite mai sus, ce exprima legaturi Tntre diferitele varfuri ale unui
graf, se numesc concepte orientate, deoarece in definirea lor se tine secama de orientarea
arcelor. La baza lor std notiunea de drum, acesta avand un sens ce corespunde cu sensurile
tuturor arcelor ce 1l compun.

Exemplul 1.1.4. Fie graful orientat din figura 1.1.2. Unul dintre drumurile de la x; la
Xs este format din arcele (X1, X4) si (x4, Xs), puse cap la cap. El se scrie astfel: d(xy, Xs) = (X4,
X4, X5) si are o lungime egala cu doi (este format din doua arce). Un alt drum de la x3, la Xs,
de asemenea, cu o lungime egala cu doi, este drumul d'(x1, Xs) = (X1, X3, Xs). Exista in graful
dat si alte drumuri intre varfurile x; si xs. Dintre acestea, iatd unul care nu este elementar,
trecand de doua ori prin varful x3:_d”’(x1,X5)=(X1,X3,X6,X2,X3,X5).

De asemenea, prezentdm doud drumuri hamiltoniene ale grafului:

DH1 = (Xl, X2, X3, X6, X4, X5)
DH2=(X3, Xs, X4,X5, X1, X2).
X2 X3

X1 Xe

X4 Xs5
Fig. 1.1.2



Iata si un circuit hamiltonian: CH = (x1, X2, X3, Xg, X4, X5,X1). in sfarsit, dam un
exemplu de circuit, al grafului, care nu este hamiltonian: d(xz, x2) = (X2, X3, X5, X2).

Conceptele neorientate, corespunzatoare celor prezentate mai sus, se definesc intr-un
graf neorientat.

Definitia 1.1.9. Tntr-un graf neorientat o succesiune de muchii puse cap la cap
formeaza un lant. Daca lantul trece prin fiecare varf al grafului, cdte o singura data, el se,
numeste lant hamiltonian, prescurtat LH.

Definitia 1.1.10. Un lang inchis (care se termind cu acelasi varf cu care incepe) se
numeste ciclu. Un ciclu este hamiltonian daca trece prin toate virfurile grafului cdte o
singura datd, cu exceptia primului si ultimului varf, care coincid; el se noteaza prescurtat
prin CH.

Observatia 1.1.5. In lucrarea de fati, vom scrie lanturile ca si pe drumuri, dar cu
paranteze drepte.

Conceptele neorientate se pot defini si intr-un graf orientat, dar ele se construiesc
fara a tine seama de orientarile arcelor, ci considerandu-le ca pe muchii. Astfel, pentru doua
arce alaturate, ce intrd in compunerea unui lant definit pe un graf orientat, pot coincide doua
extremitati de acelasi fel (fie extremitatile initiale, fie cele finale). In acest fel, unele arce ale
lantului au un sens ce coincide cu sensul de citire a lanfului, iar altele au sens contrar
sensului: de citire a lantului. Exemplele de mai jos vor ldmuri mai bine aceste afirmatii.

Exemplul 1.1.5. Fie graful neorientat din figura 1.1.3, in care exista urmatoarele
lanturi intre varfurile x, si X4: |1(X2, X4): [Xz, X3, X4], 12 (Xz, X4): [Xz, Xs, X4], |3(X2, X4): [ Xo,
Xs, X3, X4] €tc.

Un lant hamiltonian este urmatorul: LH1 = [xs, X1, X2, X3, X4], iar un ciclu hamiltonian
este CH1 =[X1, X2, X3, X4, X5, X1]. Exemple de cicluri: [X1, X2, Xs], [X2, X5, X4, X3] €tc.

X2
X3

X1

X5 X4
Fig.1.1.3

Exemplul 1.1.5. Fie acum graful orientat din figura 1.1.4, in care consideram
urmatorul lang: 1(x1, X2) = [X1, Xs, X3, X2]. El este format cu ajutorul arcelor (X3, Xs), (X3, Xs) si
(X2, X3), dintre care numai sensul primului coincide cu sensul de citire a lantului, celelalte
doua avand sensuri contrare si anume:

X2

X5

X4
Fig.1.1.4
- arcul (X3, Xs) apare in lant cu sensul de citire de la xs, citre x3



- arcul (X2, X3) apare in lant cu sensul de citire de la x3 catre x;
In aceeasi figurd 1.1.4, putem considera si ciclul [X3, Xz, X3, X4, X5, X1], Tn care
ultimele doud arce sunt parcurse in sens contrar sensului lor.

1.2. Tipuri de conexiune a grafurilor

Definitia 1.2.1. Un graf (orientat sau neorientat) se numeste graf conex, daca pentru
orice varfuri, X; si xj ale sale, existd in graf cel putin un lant care le leagd. In cazul contrar,
cdnd graful contine cel putin doud varfuri nelegate prin nici un lany, el este graf neconex.
Ca exemple de grafuri conexe, putem da pe cele din figurile 1.1.1 - 1.1.4, iar ca exemplu de
graf neconex dam graful din figura 1.2.1,care are sase vérfuri. Intr-adevar, in acest din urma
graf, varfurile x; si x4 (de exemplu), nu sunt unite prin nici un lan.

Definitia 1.2.2. Un graf orientat este tare conex, daca orice doud virfuri ale sale
sunt mutual atinse. Aceasta inseamnd cd, dacda luam spre cercetare doua varfuri ale
grafului, x; §i xj, alese la intamplare, graful contine cel putin un drum de la x; 1a X;j si cel
putin un drum de la xj 1a X;.

X1 X3
X5 Xg
Fig. 1.1.1

Observatia 1.2.1. Proprietatea de tare conexiune este foarte importanta, de exemplu,
in retelele de comunicatii, in cadrul carora trebuie sa se poatd ajunge oricand de la un punct
oarecare X; al retelei, la un alt punct x; al aceleasi retele. Dam, ca exemplu de graf tare conex,
pe cel din figura 1.2.2, verificarea proprietdfii de tare conexiune ramanand pe seama
cititorului. Desigur, daca graful ar avea un numar mare de varfuri aceastd verificare nu se
mai poate face cu usurintd Tn mod direct, fiind necesara o metodd matematica.

X2

X1 X3

X4 K5
Fig. 1.2.2
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Definitia 1.2.3. Daca dintr-un graf G eliminam o parte din arce (sau muchii), dar
pdstram toate varfurile, obtinem un alt graf, care se numeste graf partial al lui G.

Definitia 1.2.3. Daca dintr-un graf G eliminam o parte din varfuri, impreuna cu
toate arcele incidente cu varfurile eliminate, se obtine un subgraf al lui G.

Definitia 1.2.4. Un subgraf maximal tare conex, al unui graf orientat G, se numeste
componentd tare conexd a lui G. Aici, cuvintul ,,maximal” are sensul ca daca subgraful
mentionat are mdcar un varf in plus, atunci isi pierde proprietatea de tare conexiune.
Analog, un subgraf maximal conex, al unui graf G (orientat sau neorientat), se numeste
componenta conexa a grafului G.

Observatia 1.2.2. In lucrarea de fata vom lucra numai cu grafuri conexe, deci cu
grafuri ce au cate o singurd componenta conexa.

Exemplul 1.2.1. Graful din figura 1.2.1. are doud componente conexe §i anume
subgrafurile cu multimile de varfuri {xi, X3, Xs, Xg} $i {X2, X4} Intr-adevar, daca la prima
submultime a varfurilor am adauga fie varful x,, fie varful x4, am obtine subgrafuri neconexe
ale celui dat initial. Pe de alta parte, sa cercetam graful G, din figura 1.2.3. Subgraful lui G,
care contine numai varfurile x1, X» §i X5, este 0 componenta tare conexa, deoarece:

- intre aceste varfuri existd drumuri oricum le-am grupa, ceea ce se observa usor, in
mod direct,

X2

X3

X1 G

Xs
Fig. 1.2.3

- daca adaugam la aceste varfuri, fie varful xs, fie varful x4, fie pe amandoua, in
subgraful obtinut exista grupe de varfuri intre care nu exista nici un drum.

Cea de a doua componenta tare conexa, a grafului G, este reprezentatd de subgraful
cu varfurile xz si x4, ceea ce se verificd, de asemenea, usor, in mod direct.

Definitia 1.2.5. Graful condensat, corespunzator unui graf orientat G, este un graf
G* = (V*, E*), definit astfel:

- varfurile lui sunt componentele tare conexe ale grafului G, notate, de exemplu, prin
Cy, Cy, ... CKk,
- multimea E* contine arcul (C;, C;), daca si numai daca graful initial G contine cel putin un
arc cu extremitatea initiala intr-un varf din C; si cu extremitatea finala intr-un varf din Cs. Ca
exemplu, dam graficul condensat al grafului G reprezentat in figura 1.2.3; el are numai
doua varfuri (corespunzitoare celor doud componente tare conexe indicate mai sus) si un
singur arc, asa cum apare in figura 1.2.4. Intr-adevir, dacd notim cu C; componenta tare
conexa a lui G, care contine varfurile x;, X2 si xs, iar cu C; cealalta componenta tare conexa,
graful G* va contine arcul (C;, C,), deoarece G are arcele (Xz, X3) si (X5, X4), dar nu va
contine arcul (C,, C;), neexistand in G nici un arc de la X3 sau X4 Spre X1, X, Sau Xs.

Fig. 1.2.4
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1.3. Matrici atagate unui graf orientat

Pentru rezolvarea diferitelor probleme practice, cu ajutorul modelelor-grafuri, mai
ales in cazul unor grafuri de dimensiuni mari, este necesar ca acestea sa fie reprezentate sub
forma unor matrici, pe care calculele se efectueaza usor.

Definitia 1.3.1. Fiind dat un graf orientat G, cu n vdrfuri, se numeste matricea
arcelor a acestui graf o matrice patrata A, de ordinul n, ale carei elemente sunt egale cu
zero §i cu unu, construita dupa regula urmatoare. elementul ce se afla la intersectia liniei de
ordin i, cu coloana de ordin j, este egal cu unu daca graful G contine arcul (Xi ,Xj) si este
egal cu zero daca graful nu contine acest arc. Putem reprezenta matricea arcelor grafului
G=(V,E) simbolic, sub forma urmatoare:

A=(a;),1=1,2,..,n;j=1,2,...,n,

Unde:

_[1l,daca(x, x,)eA
= |
| 0, caz contrar

Observatia 1.3.1. Elementele matricei arcelor grafului G le vom nota totdeauna cu
&, 1=1,2,..,nj=1,2,...,n.

Deoarece toate elementele matricei A sunt egale cu zero §i unu, se spune ca aceasta
este 0 matrice booleana. Accentuam inca odata, ca existenta unui arc, intre doua varfuri
fixate ale grafului, este pusa in evidentd de un element egal cu unu din matricea A, dupa
regula: extremitatea initiala a arcului corespunde la linie, iar extremitatea finald la coloana
matricei, in care se gaseste elementul egal cu unu. De aceea, putem spune ca liniile
consecutive ale matricei A corespund la varfurile grafului, asezate intr-o ordine stabilita (de
exemplu, in ordinea crescatoare a indicilor, x1, X2, ... Xp), iar coloanele consecutive ale
matricei A corespund, de asemenea, varfurilor grafului, asezate in aceeasi ordine. Pentru a
evidentia aceastd corespondentd, ce va ajuta in urmarirea calculelor ce vor fi descrise mai
departe, varfurile in cauza se pot trece pe marginile matricei, In partea stanga (pentru linii) si
n partea de sus (pentru coloane), asa cum rezulta si din exemplul ce urmeaza.

Exemplul 1.3.1. Sa consideram graful orientat G, din figura 1.3.1. Matricea arcelor
acestui graf este urmatoarea:

(O 1 0 l)
0 0 1 1|
A |
0O 1 0 O
Lo 0 1 OJ
X2
e\xs
X1
X4
Fig.1.3.1

Pentru o urmarire mai usoara a modului in care s-a completat aceastd matrice, ca si
pentru folosirea ei in eventualele calcule, vom obisnui sd scriem matricea arcelor ca in
tabelul 1.3.1, notand in evidentd varfurile, ce corespund la diferitele linii si coloane ale ei.



Astfel, de exemplu, elementul egal cu unu de pe linia X1, si coloana x,, arata existenta in graf
a arcului (x1, x2). De asemenea, elementul egal cu zero, de pe linia X; si coloana x3, arata ca
in graful G nu exista arcul (x1, X3).

Observatia 1.3.2. Conform conventiei facute, in partea stingd a matricei A sunt
scrise totdeauna plecarile arcelor, iar in partea de sus a matricei sosirile acestor arce (arce
corespunzatoare elementelor egale cu unu).

Observatia 1.3.3. Faptul cd un graf G nu contine bucle se poate deduce din
inexistenta elementelor egale cu unu, de pe diagonala principald a matricei arcelor acestui

graf.

Tabelul 1.3.1
X1 X2 X3 Xy
X1 0 1 0 1
X1 0 0 1 1
X1 0 1 0 0
X1 0 0 1 0

Observatia 1.3.4. Deoarece elementele egale cu unu, de pe linia x;, a matricei arcelor
unui graf G, reprezinta singurele arce ce au ca punct de plecare varful x;, suma elementelor
liniei x; este egald cu gradul exterior de incidenta al acestui varf. Analog, suma elementelor
de pe coloana Xx;, din matricea arcelor unui graf G, este egala cu gradul interior de incidenta
al varfului x;.

Definitia 1.3.2. 0 alta matrice, ce se ataseaza unui graf orientat G cu n varfuri §i pe
care o folosim Tn mod deosebit, este matricea drumurilor, pe care o notam cu D. Ea este, de
asemenea, o matrice booleanda, patratica de ordinul n. 0 vom reprezenta simbolic prin:

D= (dij), i=12, ...,nj=1,2, .., n

unde:
di= 4( 1,daca G contine cel putin un drum d(x i,xj),
ij—

L 0, caz contrar

Pentru o utilizare comoda a matricei drumurilor, aceasta va fi reprezentata sub forma
unui tabel asemanator cu cel folosit la matricea arcelor, adica in care atét liniile cat si
coloanele corespund la varfurile grafului, puse intr-o anumita ordine. Conventia este aceeasi,
liniile corespunzind la plecérile de drumuri, iar coloanele la sosirile acestor drumuri.

Observatia 1.3.5. Existenta unor elemente egale cu unu, pe diagonala principala a
matricei drumurilor, aratd existenta unor circuite in graful G. Evident, dacd matricea
drumurilor unui graf are toate elementele de pe diagonala principala egale cu zero, graful
corespunzator nu are circuite $i reciproc.

Observatia 1.3.6. Graful G este tare conex daca si numai dacd toate elementele
matricei drumurilor sunt egale cu unu. Aceastd observatie poate folosi ca metodda de
verificare a faptului ca un graf este sau nu tare conex.

Observatia 1.3.7. Elementele egale cu unu, de pe linia x;, a matricei drumurilor unui
graf G, arati spre ce varfuri pornesc drumuri din x;, adica ce varfuri sunt atinse de la x;. In
acest sens, suma elementelor de pe linia Xj a matricei drumurilor este egala cu puterea de
atingere a varfului x;. In plus, putem preciza ca elementele egale cu unu, de pe cbloana x; a
matricei drumurilor, arata de la ce varfuri este atins x; in graful considerat

Exemplul 1.3.2. Metodd de calcul a matricei drumurilor. In cele ce urmeaza vom
arata, pe baza unui exemplu, cum se poate calcula matricea drumurilor unui graf orientat,
pornind de la matricea arcelor a sa. Fie graful G, din figura 1.3.2, a carui matrice a arcelor A
este reprezentatd in tabelul 1.3.2. Sa calculam, mai intai, prima linie din matricea drumurilor
D, linie ce corespunde varfului X;: ea va contine ca elemente egale cu unu, pe cele ce indica
existenta drumurilor din graf, ce pornesc din x;. Exista, evident, doud drumuri cu lungimea

13



egala cu unu, de acest fel, ele fiind formate din arcele (x1, X2) si (X1, X3),deci di,=1 si di3=1.
Aceasta inseamnd, in general, ca linia x;, din matricea drumurilor contine, pe langa alte
eventuale elemente egale cu unu: pe cele de pe linia corespunzatoare a matricei arcelor.
Completand, intr-o prima etapa, linia x, din D cu elementele egale, cu unu ce corespund la
drumuri de lungime egala cu unu, aceasta are forma urmatoare (forma intermediara):

X1 X2 X3 X4 X5 Xs
(1) X1 1v 1
Tabelul 1.3.2

X1 X2 X3 Xa X5 Xe
X1 0 1 1 0 0 0
X 0 0 0 1 1 0
X3 1 0 0 0 1 0
X4 0 0 0 0 0 1
X5 0 0 0 1 0 1
Xs 0 0 0 0 0 0

Aici, pe locurile ramase libere consideram zerouri, pe care nu le scriem, deocamdata,
deoarece se pot transforma 1n elemente egale cu unu (daca existda drumuri corespunzatoare,
de lungimi mai mari ca unu).

X5 X4

X1 Xg

X5

Fig.1.3.2

Sa cercetdm acum existenta sau inexistenta, pentru locurile rdmase libere, a unor
drumuri de cate doua arce. Deoarece aceste drumuri trebuie sa plece din x3, ele Tncep, fie cu
arcul (x1, x2) , fie, cu (x1, X3) si se continud cu inca céte un arc, ce porneste respectiv din x;
indicat prin primul element egal cu unu de pe linia incompletd de mai sus), el trebuie
prelungit cu un alt arc, ce porneste din x,. Astfel de arce sunt indicate insa de elementele
egale cu unu, de pe linia X, din matricea arcelor; exista doua astfel de elemente, unul in
dreptul coloanei X4 si altul in dreptul coloanei xs, ele indicand deci existenta in graf a arcelor
(X2, Xa) si (X2, Xs). Cupland arcele in cauza, rezulta ca graful dat contine drumurile (X1, X2, X4)
si (X1 Xo, Xs), adica x; atinge atat pe X4 cat si pe x5, Consemnam cele de mai sus, prin
completarea liniei x;, din matricea drumurilor, cu inca doua elemente, ea capatand forma
intermediard urmatoare:

) | X1 X2 X3 X4 X5 X6
x| 1v 1v 1 1
Si de aceasta data, locurile ramase libere sunt considerate ca zerouri, dar nu au fost efectiv
completate, deoarece unele dintre ele se pot transforma in elemente unu (daca exista in graf
unele drumuri de cate trei sau mai multe arce).
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A fost folosit elementul egal cu unu, din dreptul coloanei x,, al schemei (1), fapt indicat pe
aceastd schema printr-o bifa. Continudm rationamentul folosind elementul egal cu unu din
dreptul coloanei X3, bifat si el in schema (2). Arcul (X;, X3) poate fi prelungit cu un arc ce
pleaca din x3: exista doua astfel de arce (x3, X1) si (x3, Xs5), indicate de elementele egale cu
unu de pe linia X3 a matricei A. Aceasta inseamna ca graful G contine drumurile (X1, X3, X1) si
(X1, X3, Xs). Existenta primului, dintre aceste doud drumuri, ne determind sa punem dj;=1
(primul element al liniei x; din D este egal cu unu). Cel de al doilea, drum nu mai modifica
linia X; din schema (2), deoarece in aceasta schema este marcat anterior dis=1. Aceasta se
explica prin faptul ca de la x; la Xs, existd mai mult decat un drum (unul prin x», altul prin
X3), iar noi marcam cu unu existenta a cel putin unui drum intre varfurile respective.
Consemnarea rationamentului de mai sus conduce la urmatoarea forma intermediara a liniei
X1, din matricea D:

@) | xa X, X3 Xs  Xs Xe
X1 | 1v v 1v v 1

in care a ramas necompletat un singur loc. Pentru eventuala completare cu unu, a locului
ramas liber, sd cercetam existenta in graf a drumurilor de catre trei arce. Un astfel de drum
este compus dintr-un drum de doua arce, prelungit cu inca un arc. Drumurile de cate doua
arce sunt reprezentate insd sub forma elementelor egale cu unu, aparute in etapa precedenta
exista drumuri de acest fel de la x; la X1, X4 si xs, deoarece pe linia x; din schema (3) au
prelungire a lor cu cate un arc decurge in felul urmator :

a) Drumul de la x; la x; se poate prelungi cu arcul (X1, X2) sau cu arcul (xi, X3), dand
drumuri de la x; la X, sau de la X; la X3. Existenta unor asemenea drumuri este indicata insa
in schema (3), prin elemente egale cu unu in dreptul coloanelor x», si x3 (au existat drumuri
cu lungimi mai mici, intre varfurile respective).

b) Drumul de la X1, la x4 se poate prelungi cu arcul (x4, Xg) indicat de elementul ass=1
de pe linia X4 a matricei A. Exista, deci un drum de trei arce, de la x;, la X, ceea ce se va
marca printr-un element egal cu unu in locul ramas liber in schema (3). Obtinem astfel
schema urmatoare:

| x; X2 X3 X4  Xs X6
(4) x1 |1 1 1 1 1 1
in care nu mai are rost sa continudm operatiile, deoarece nu mai poate aparea nici un element
egal cu unu. Prima linie, a matricei drumurilor grafului G, are numai elemente egale cu unu,
ceea ce inseamna ca x; atinge toate varfurile grafului.

Sa sintetizdm calculele efectuate panda acum, pentru a da o regula generald, de
determinare a liniei X3, din matricea D, metoda in care sa nu mai fie nevoie de a interpreta de
fiecare data unele sau altele dintre drumurile existente in graf. Pentru aceasta, vom folosi
operatia de adunare booleana a doua numere ce se executd numai in cadrul multimii {0,1}.
Semnul acestei operatii este semnul obisnuit de adunare a numerelor (semnul plus), cu un

ege vy

astfel:

0+0=0; 0+1=1;1+1=1; 1+1=1.
Se observa ca adunarea booleand a unui termen egal cu unu, face totdeauna ca
rezultatul sa fie egal cu unu (indiferent de termenul la care se aduna el).
Revenind la modul de, calcul al liniei x;, din matricea D, observam ca ea incepe cu
linia corespunzatoare (linia X1,) din matricea A (vezi schema (1)). Cele doua elemente egale
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cu unu, de pe aceasta linie, se gasesc in dreptul coloanelor X, si x3, de aceea, adunam
boolean, la linia din schema (1), liniile x; si x3 din matricea arcelor (evident, pe rand, bifand
elementele folosite, obtinand schemele (2) si (3)). In acest fel, au aparut noi elemente egale
cu unu, ce se gaseste Tn dreptul coloanelor xi, X4 si xs. Conform acestor noi elemente aparute,
adunam boolean la linia din schema (3), liniile x;, X4 si x5 din matricea arcelor. Astfel de
operatii ar fi continuat cat era posibil daca nu s-ar fi completat toata linia din, schema (4) cu
elemente egale cu unu.

Din modul in care am rationat pentru calculul liniei x3, @ matricei D, putem deduce cu
usurintgd ca deducerea oricarei linii x;, i= 1, 2, ..., n, @ matricei D, se poate face Th mod
asemanator, dar pornind initial de la linia corespunzatoare X;, a matricei arcelor. Astfel,
pentru a calcula linia X, a matricei drumurilor, pornim de la schema urmatoare, in care am
incdrcat numai elementele egale cu unu de pe linia x, a matricei A.

| X1 X2 X3 X4 X5 X6
©®) Xz | v 1

Tn schema (5) am bifat elementul egal cu unu din dreptul coloanei X, urmand si
adunam boolean la linia x, a schemei, linia X4, din matricea A. Aceastd adunare booleana mai
aduce un element egal cu unu, in dreptul coloanei Xg, ajungandu-se la schema urmatoare:

(6) X1 X2 X3 X4 X5 X6
X 1lv 1lv 1lv

Tn schema (6) am bifat elementul egal cu unu, din dreptul coloanei Xs, urméand sa
adunam boolean, la linia din schema respectiva linia x5 din matricea arcelor; aceasta operatie
nu mai aduce nimic nou la schema (6), existand elemente egale cu unu n dreptul coloanelor
Xa $1 Xg. VOM bifa deci si elementul egal cu unu, din dreptul coloanei xg, urmand sa adunam
boolean linia Xg din matricea arcelor; nici accasta operatie nu aduce nimic nou, linia in cauza
fiind plind cu zerouri. Deoarece procesul de mai sus nu mai poate continua (nemaieXistand
elemente egale cu unu nebifate), completam efectiv locurile libere cu zerouri, rezultand astfel
linia X, din matricea drumurilor:

, | xa Xo X3 Xa  Xs X6
) x2 | 0 0 0 1 1 1

Proceddnd in mod asemdnator cu toate varfurile grafului G, se obfine matricea
drumurilor acestui graf, ce se gaseste in tabelul 1.3.3

Tabelul 1.3.3

X
fle

X
S

Pa
&

X1
(D) X2
X3
Xq
X5
Xs

OO P OOPRF
ecNeoNeN e
OO Or OR X
OFR OREF kX
COCOOR R
OSr kPP RPIX

Observatia 1.3.8. Ordinea in care se bifeaza elementele egale cu unu, pentru a face
adunarile booleene corespunzatoare, este indiferenta (chiar daca aceste elemente au aparut
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mai devreme sau mai tarziu). De asemenea, daca una din liniile matricei D' a fost calculata,
fie ea linia x;, iar la un moment dat urmeaza sa adunam boolean, la una din linii, linia x; a
matricei A, putem inlocui aceastd adunare cu adunarea booleana a liniei x; din matricea D,
ceea ce poate scurta calculul.

Proprietatea 1.3.1. Deoarece dj = 1, daca si numai daca x;, atinge pe X; rezulta ca
suma elementelor de pe linia x;, i= 1, 2, ..., n, a matricei drumurilor, reprezinta puterea de
atingere a varfului x;.

Proprietatea 1.3.2. Elementele egale cu unu, de pe diagonala principala a matricei
drumurilor, arata existenta in graf a unor circuite. De aici rezulta si o metoda de a testa daca
un graf este fara circuite: se calculeazd matricea drumurilor sale, ea trebuind sa aiba pe
diagonala principala numai elemente egale cu zero.

Teorema 1.3.1. Daca in matricea drumurilor unui graf fara circuite, varfurile sunt
scrise intr-o ordine descrescatoare a puterilor de atingere, aceasta matrice este triangulara
superior, adica toate elementele egale cu unu din ea se gasesc deasupra diagonalei principale.

Pentru justificarea acestei teoreme, sa notam varfurile grafului, scrise intr-0 ordine
descrescatoare a puterilor de atlngere prm X1, X2 , X3 , ...,Xn, deci:

P(X1)2p(x2 )2p( X3)2 ... 2p(Xn )
Evident, aceste varfuri sunt tot varfurile x1, X, Xs, ..., Xn, dar scrise eventual intr-o alta
ordine. Mentiondm in plus cd atunci cand unele varfuri ale grafului au puteri de atingere
egale, aceste varfuri se ageaza intre ele intr-o ordine indiferentd, ceea ce justifica semnele de
egalitate, din ingiruirea de mai sus a puterilor de atingere.

Matricea drumurilor grafului dat, in care varfurile sunt scrise in ordinea X1, X2, X3,

.,Xn , are forma din tabelul 1.3.4, ea fiind notati cu D’.

Tabelul 1.3.4

X1, ey X2, w0, X1, oo, Xj, ..o, XN

(D 9) . ...’,

S3d notam elementele ei cu d'j, i= 1 2,...,n;j=1,2, ..., n, elementul d; ij fiind cel ce se
afld la intersectia liniei x ; cu coloana x ;. Tn tabelul 1. 3 4, aceste elemente nu apar, ele fiind
cercetate in cele ce urmeaza. Trebuie sa aratam ca un element oarecare al matricei, care este
egal cu unu, nu se poate afla decat deasupra diagonalei principale, marcata printr-0 linie de
tabel. Fie din elementul d'j =1 si sd ardtam ca i<j, adica linia x ; (respectiv coloana Xi) se
afla inaintea liniei xj ( respectlv coloanei X ), ca in tabelul 1.3.4. aceasta inseamna ca
trebuie sa ardtam ca varful x j are o putere de atlngere cel putin egald cu aceea a varfului x j.
Pentru aceasta, sd folosim definifia matricei drumurilor, din care deducem ca graful dat
contine cel putin un drum de la x; la X j ( avem d=1). Privind figura 1.3.3, observam cd, in
conditiile mentionate, orice Varf atins de la x j, este atins §1 de la x j; In plus X atinge Inca cel
putin un varf in plus, pe X j, ceea ce Inseamnd ca p(x D) > p(x J) Cu aceasta, justificarea
teoremei este completa.
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Figura 1.3.3

Definitia 1.3.3. Vom numi matricea drumurilor, in care varfurile sunt scrise intr-o
ordine descrescatoare a puterilor de atingere, matricea drumurilor triangularizata, ea fiind
notatd cu D'. In aceasti matrice, toate elementele de pe diagonala principald si de sub
aceasta diagonala, sunt egale cu zero. Asa cum s-a aratat, toate elementele diferite de zero
(egale cu unu) ale matricei se afla deasupra diagonalei principale, putdnd insa exista
deasupra acestei diagonale si elemente nule.

Observatia 1.3.9. Pentru a scrie matricea D', corespunzatoare unui graf fara circuite,
calculdm mai Intdi matricea drumurilor grafului, din care se determind puterile de atingere
ale varfurilor. Apoi, In matricea D schimbam ordinea liniilor, apoi a coloanelor, conform
unei succesiuni a varfurilor, avand puteri de atingere descrescatoare. Exemplul ce urmeaza
va lamuri pe deplin metoda.

Exemplul 1.3.3. Fie graful G, din figura 1.3.4, a carui matrice a drumurilor este
continuti de tabelul 1.3.5. In partea dreapti a acestui tabel sunt calculate puterile de atingere
ale varfurilor, ca sume ale elementelor de pe liniile matricei D. Cea mai mare putere de
atingere o are varful X4(ps), ceea ce Inseamna ca in noua ingiruire a varfurilor, vom incepe cu
X4(X1’=x4). Urmeaza varfurile x3 si xs, cu puterile de atingere egale (ps=ps=2), pe care le vom
aseza intr-o ordine arbitrara, de exemplu X 2=X3 si X 3=Xs. Vor urma apoi in ordine, varful
x’4=x2 (cu puterea de atingere egald cu unu) si varful X 5=X1 (cu putere de atingere nula). In
cazul nostru, succesiunea teoretica a varfurilor, X1, X2, X3, X4 , X5’, este urmatoarea:

X4, X3, X5, X2, X1.

X2
X3
X1
X4
X5
Figura. 1.3.4
Tabelul 1.3.5

X1 X2 X3 X4 X5 Pi
X1 0 0 0 0 0 0
(D) X 1 0 0 0 0 1
X3 1 1 0 0 0 2
X4 1 1 1 0 1 4
X5 1 1 0 0 0 2

Sa schimbam, mai Intdi, ordinea liniilor matricei D, conform acestei noi succesiuni a
varfurilor, pastrand ordinea coloanelor neschimbatd; obtinem astfel matricea intermediara

b , din tabelul 1.3.6.
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Tabelul 1.3.6

X1 X2 X3 X4 X5
Xq 1 1 1 0 1
X3 1 1 0 0 0
X5 1 1 0 0 0
X2 1 0 0 0 0
X1 0 0 0 0 0

In aceasta matrice intermediard, schimbam ordinea coloanelor, astfel incat sa coincida cu
ordinea noua fixata mai sus, deci cu ordinea liniilor. Se obtine astlel matricea drumurilor
triangularizata D din tabelul 1.3.7.

Tabelul 1.3.7
X4 X3 X5 X2 X1
Xq 0 1 1 1 1
(D) X3 0 0 0 1 1
X5 0 0 0 1 1
X2 0 0 0 0 1
X1 0 0 0 0 0

Observatia 1.3.9. Un rezultat asemandtor s-ar fi obtinut, dacd in ordinea
descrescdtoare a puterilor de atingere, varfurile s-ar fi agezat In succesiunea x4  Xs X3 X2, X1 .

Teorema 1.3.2. In matricea drumurilor triangularizati, corespunzatoare unui graf
fara circuite, primul element egal cu unu de pe fiecare linie si ultimul element egal cu unu de
pe fiecare coloana, corespund la drumuri de céte un singur arc in varf.
Pentru justificare, sa consideram d., =1, ca prim element egal cu unu, de pe linia x; a
matricei D'. Pe de o parte, acest lucru inseamna ca graful contine cel putin un drum de la x;
la XJ Sa presupunem prin absurd cd ar ex1sta un astfel de drum cu mai mult de un arc, deci
care ar trece printr-un varf intermediar X, # X; . Reprezentam acest drum prin d= (xi e Xm
, x,) Este clar de aici, c@ graful dat contine cel pufin un drum de la x;, la Xm , adicd
d.m —1 in plus, puterea de atlngere a lui Xm este mai mare decat a lui xJ (orice varf atins de la
Xj este atins si de la xm ). in consecinta, coloana Xm se gaseste 1na1ntea coloanei xj 1n
matrlcea D', ceea ce Inseamna ca elementul d; im=1 se afld pe linia x;, Inalntea elementului
d; ii=1. Aceastda concluzie este insa absurda prin ipoteza fiind precizat ca d; ij=1 este primul
element egal cu unu, de pe linia xi. Ca urmare, un varf intermediar, de forma Xm , NU poate
exista Tn drumul de la X. la XJ drurnul d(x; , XJ) (care sigur existd) nu poate fi format decat
dintr-un singur arc, (XI , X,) In mod asemanitor se poate arita ca ultimul element egal cu
unu, de pe o coloana x; , a matricei D', corespunde la un arc in graf.

1.4. Metode pentru determinarea componentelor tare
conexe ale unui graf orientat

O componenta tare conexa, a unui graf G, este determinatd atunci cand se cunoaste
multimea M, a varfurilor sale. Intr-adevar, componenta reprezentdnd un subgraf al grafului

19



G, are drept arce toate arcele lui G, care au ambele extremitdfi Tn multimea M, aceste arce
putdndu-se deci determina cu usurintd daci se cunoaste M. In cele ce urmeazi, cautim o
metoda pentru determinarea mulfimii M, a varfurilor unei componente tare conexe, din care
face parte un varf fixat, x;eX. Notam aceasta multime prin M(x;), componenta tare conexa
corespunzatoare fiind C(x;). Este evident c4, utilizdnd aceste notatii, daca varfurile x; si x; fac
parte din aceeasi componenta tare conexa, avem C(x;) = C(X;), respectiv M(x;) = M(x;). Vom
folosi 1n mod deosebit proprietatea aproape evidentd, ca orice doud varfuri din G, care sunt
mutual atinse, fac parte din aceeasi componentd tare conexad (o justificare riguroasa a
afirmatiei este usor de facut).

In cele de mai jos, facem rationamentul de deducere a metodei cerute, pe baza unui
exemplu, anume vom cauta componenta tare conexa ce contine varful x;, pe graful G din
figura 1.4.1. Aceastd componentd, notatd cu C(X;), va confine toate varfurile grafului G,
mutual atinse cu X; (conform proprietatii mentionate anterior) si numai pe acestea (conform
definitiei conexiunii tari). De aceea, vom determina separat urmatoarele doua submultimi de
varfuri ale grafului G:

- multimea varfurilor atinse de la x1, pe care 0 vom nota cu V;.

- multimea varfurilor ce ating pe x1, pe care 0 vom nota cu V 1.

Xy X3
X1 Xa
G
Xs X5
X2
Xy A? Xs
C;
Fig. 1.4.1

Cu notatiile indicate, este clar ca multimea varfurilor mutual atinse cu x; va fi data de
intersectia Vi V 1. Deoarece exista si posibilitatea ca aceasta intersectie sa fie vida, caz in
care componenta tare conexa cautatd este formata numai din varful x;, vom scrie, in general,
urmatoarea formula de calculul a multimii varfurilor componentei C(x):

(I) M(X|) =VinV v {Xl} i
Aratam acum 1n ce mod se calculeaza submultimile de varfuri Vi si V;,. Este cunoscut
faptul ca varfurile atinse de la x3, In graful G, sunt indicate prin elementele egale cu unu, de
pe linia X;, a matricei drumurilor. In tabelul 1.4.1 este scrisa matricea arcelor grafului G,
sub care este calculata linia x;, din matricea drumurilor (cu ajutorul metodei prezentate
anterior).
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Tabelul 1.4.1

X
S
X
&
x
&
X
&

X1
X2
(A) X3
Xq
Xs
Xs
Vi
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Aceasta linie este notatd cu V3, deoarece elementele egale cu unu, de pe ea, arata ca varfurile
sunt atinse de la x;. Mai precis, deoarece exista elemente egale cu unu, in dreptul tuturor
coloanelor tabelului, putem scrie:

V1:{X1, X2, X3, X4, Xs, Xs}.

Pornind de la coloana x; a matricei A si efectuand operatii analoage, doar pe coloane,
obtinem in dreapta tabelului o coloand suplimentard V i1, ale cirei elemente egale cu unu
indica varfurile ce ating pe Xxi, in graful G. Aceste calcule sunt efectuate, de asemenea, in
tabelul 1.4.8, decurgand conform urmatoarei succesiuni de operatii:

- mai Tntai s-a scris, pe coloana V 1, elementul egal cu unu, din dreptul liniei x,, un
astfel de element aflandu-se initial pe coloana Xj,

- datorita elementului egal cu unu mentionat, s-a adunat boolean la coloana Vi,
coloana x;, aceasta adunare aducand un nou element egal cu unu, in dreptul liniei Xs.

- datorita noului element egal cu unu, aparut anterior, s-a adunat boolean la coloana
V'3, coloana X, ceea ce a adus un nou element egal cu unu, in dreptul liniei x; (in dreptul
liniei X, exista element egal cu unu, deci aici nu se modifica nimic),

- adunarea booleani a coloanei x1, la coloana V'1, nu mai aduce modificari, ceea ce
Tnseamna ca procesul descris mai sus a luat sfarsit,

- locurile ramase libere au fost completate cu zerouri.

Coloana V1, calculatd cu ajutorul operatiilor descrise mai sus, este egald cu prima
coloana a matricei drumurilor, ceea ce justifica afirmatia ca elementele egale cu unu, de pe
ea, indica varfurile ce ating pe x;. Intr-adevir, daca in graful G s-ar schimba sensurile tuturor
arcelor, s-ar obtine un alt graf G', a carui matrice a arcelor este transpusd matricei A din
tabelul 1.4.8. Datorita schimbarii sensurilor, de pe arcele arborelui G, varfurile atinse de la
X1, in graful G', vor fi chiar varfurile ce ating pe Xy, in graful G, deci acestea se determina
calculand prima linie a matricei drumurilor grafului G' (cu operatiile cunoscute, dar aplicate
pe transpusa matricei A).

Din cele de mai sus, rezulta ca V’lz{xl, X2, X5} sl prin urmare:

M(xl):(Vlm V 1) ) {Xl}:{Xl, X2, X5}U{X1}: {Xl, Xo, X5}
Componenta C(x;), pe care 0 vom nota pe scurt cu C; (prima componentd tare conexa
gasitd), este reprezentatd in figura 1.4.2. Aceasta componenta a fost construita astfel:

- varfurile ei sunt Xy, Xo, §i x5, cele ce formeaza multimea M(x1),

- arcele ei sunt toate arcele grafului G, ce au ambele extremitati in multimea M(x3).

Fig.1.4.2
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Pentru a determin urmatoarea componenta tare conexa a grafului G, vom repeta
procedeul pe subgraful lui G, cu varfurile raimase in discutie, adica cu mulfimea de varfuri: X
- M(x))= {X3, X4, Xg}. Acest lucru se poate realiza pe acelasi tabel, al matricei arcelor grafului
G, adaugand linia suplimentara V; si coloana suplimentara V; (pentru gasirea celei de a doua
componente, pe care, 0 vom nota cu C,), din tabel fiind suprimate liniile si coloanele
corespunzatoare varfurilor xi, X si xs. Se ajunge astfel la tabelul 1.4.2, se preiau calculele
din vechiul tabel 1.4.1 si le prelungeste in sensul indicat.

Tabelul 1.4.2

X1 X5 X3 Xa X5 X6 V,]_ V,2 V3
x1 |0 0 0 0 1 1 1 1 i
X2 |1 0 1 0 1 0 1 1 i
X3 |0 0 0 1 0 0 0 0 1
Xs4 |0 0 0 0 0 1 0 0 1
xs |0 1 0 1 0 1 1 1 i
Xe |0 0 0 1 0 0 0 0 1
V: |1 1 1 1 1 1 - - -
o |0 1 i 1 - - -
s | 1 i1 - - -

Pentru a nu strica claritatea tabelului, nu au fost sterse efectiv liniile si coloanele xi, Xo, i
Xs, Ci pe linia V si coloana V', au fost hasurate locurile corespunzatoare lor. Pentru calculul
liniei V, si al coloanei V'p, s-a pornit cu varful xs al grafului G(x; si x au intrat n
componenta C;). Astfel, pentru linia V>, s-au facut urmatoarele calcule:

- linia x3 a adus un singur element egal cu unu, in dreptul coloanei x4,

- adunarea booleana a liniei x4 @ adus un nou element egal cu unu, in dreptul coloanei
Xs,

- adunarea booleana a liniei X, nu a mai adus nici o modificare, locul ramas liber
completandu-se cu un zero.

Observatia 1.4.1. Daca prin adunarea booleand a unei linii ar trebui sa fie adus un
element egal cu unu pe un loc hasurat, nu finem seama de el, coloana corespunzatoare din
tabel fiind presupusa suprimata.

Din calculele efectuate, rezulta ca: Vo = {X4, Xg}. Pe de alta parte, pentru calculul
coloanei V5, de la inceput coloana x3 nu aduce nici un element egal cu unu (cel din dreptul
liniei x, cade intr-o regiune hasurati), deci locurile libere se completeazi cu zerouri si V ,=0.
Aplicand o formulad asemanatoare cu formula (i), avem:

) (i) M(xs)=(V2 NV 2) Axs}={xz}
In consecinta, C,, cea de a doua componenta tare conexa a grafului G este formata dintr-un
singur Varf, xs. In tabelul 1.4.2 este calculati si cea de a treia componenta tare conexa a lui
G, prin eliminarea liniei si coloanei x3 (pe langa cele eliminate anterior). Aceasta
componentd, notatd cu Cs, are urmatoarea multime de, varfuri:

(iii) M(Xa)= (V5 mV 3) (AXa}={Xa, X6}.

Observatia 1.4.1. Intr-un graf fard circuite, toate componentele tare conexe sunt
formate din cate un singur varf.

Calculul matricei arcelor grafului condensat. Sa consideram ca graful G are k
componente tare conexe, Cy, Cy, ..., Cy,. Matricea A*, a grafului condensat G*, este o matrice
patratd de ordinul k, ale cérei linii si coloane corespund la componentele Cy, Cy, ..., Ci ,
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considerate ca varfuri. Aceasta matrice se deduce din matricea A, a arcelor grafului G,
conform urmatoarelor proprietati usor de dedus (cititorul le poate intui sau justifica, imediat):

- linia Cs, s =1, 2, ..., k, din matricea A*, este suma booleana a liniilor din A, ce,
corespund la varfurile ce intrd in componenta componentei tare conexe Cs,

- coloana C; t=1, 2, ..., k, din matricea A*, este suma booleana, a colonelor din A,
ce, corespund la varfurile ce intrd in componenta componentei tare conexe Cy,

- matricea A* are in mod obligatoriu, toate elementele de pe diagonala principalad egale, cu
zero (daca apare vreun element egal cu unu, pe aceasta diagonala el se Inlocuieste cu unu).

Evident, Tn calculul practic al matricei A*, matricea A se condenseaza - in modul
indicat - mai intai pe linii, apoi pe coloane (sau invers). Exemplul ce urmeaza va lamuri
complet cele descrise mai sus.

Exemplul 1.4.1. Pentru graful din figura 1.4.1, a carui matrice a arcelor, este cea din
tabelul 1.4.1 si ale carui componente au fost calculate in exemplul precedent, calculul
matricei A se face 1n trei etape, dupa cum urmeaza. Mai intai, se calculeaza, matricea
dreptunghiulara A. din tabelul 1.4.3, ale carei linii corespund la componentele tare conexe
C4, G 51 Cs, iar ale carei coloane corespund la varfurile grafului G. Linia C; a fost calculata
ca suma booleana a liniilor x3, Xz si x5 din matricea A(X1, X» si x5 fiind varfurile ce intrd in
componenta C,;). Linia C, coincide cu linia x3 din matricea A, X3 fiind singurul varf din
componenta C,. in sfarsit, linia C3 a fost calculata ca suma booleana a liniilor x4 i xg din
matricea A.

Tabelul 1.4.3.
X1 X2 X3 X4 X5 X6
(A) Cy 1 0 1 1 0 1
C, 0 0 0 1 0 0
Cs 0 0 0 0 1 1

In cea de a doua etapa, se procedeaza asemanator pe coloane, dar asupra matricei A ,

ceea ce conduce la matricea A , din tabelul 1.4.4., de data aceasta o matrice patrata, ale carei
linii si coloane corespund la componentele Cq, C; si Cs.

Tabelul 1.4.4.
C, C Cs
C, 1 1 1
C, 0 0 1
Cs 0 0 1

Astfel, coloana C; din matricea A este suma booleani a coloanelor x1, X si xs, din
matricea a , coloana C, din a coincide cu coloana x3 a matricei A, iar coloana Cs din A

este suma booleana a coloanelor x4 si xg din A .
In final, cea de a treia etapa consta In inlocuirea celor doua elemente egale cu unu, de

pe diagonala principala a matricei A , prin zero, ceea ce conduce la matricea arcelor grafului
condensat G, din tabelul 1.4.5.

23



Tabelul 1.4.5

Cy C, Cs
C 0 1 1
C, 0 0 1
Cs 0 0 0

Tncheiem prezentarea notiunilor generale despre grafuri, cu o proprietate a grafului
condensat.

Teorema 1.4.1. Graful condensat, corespunzator unui graf orientat oarecare, este un
graf fara circuite.

Justificarea acestei proprietati rezultd din urmatoarea observatie simpla: daca in G*,
existd arcul (C’, C”) atunci in G existd drum de la orice varf x; eC, spre orice varf XjeC”.
Intr-adevar, existd in G*, a arcului (C’,C”), arata, conform definitiei grafului condensat, ca G
contine un arc (Xs, X; ), CU Xs in componenta C' si X; in componenta C”. Dar in C' si Cc’
existand legaturi prin drumuri intre orice varfuri interne lor, exista drumuri de forma d(X;, Xs)
si d(xt, Xj), care se pot lega intre ele prin intermediul arcului (xs, X;), conducand la un drum
d(x; ,x;) figura 1.4.2.

Conform observatiei de mai sus, existenta unui circuit in graful condensat ar insemna
cd doua varfuri, x; si xj, ce fac parte din doud varfuri distincte ale lui G*, de pe acel circuit,
sunt mutual atinse, ceea ce nu se poate (cele doua componente, presupuse varfuri distincte
ale lui G*, s-ar contopi intr-una singura).

1.5. Aplicatii

Aplicatia 1.5.1. Cele cinci puncte de lucru importante dintr-o sectie sunt legate printr-
un sistem de benzi transportoare. Asociem situatiei din sectie un model-graf G=(V, E) in care
varfurile Xy, X2, X3, X4 1 X5 reprezinta cele cinci puncte de lucru, iar arcul (x;j, Xj) €E reprezintd
banda transportoare care duce piesele din x; catre x;. Fie G graful din figura 1.5.1. Sa se
analizeze situatia din sectie cu ajutorul matricei arcelor A, indicand cum poate fi folosit un
astfel de sistem de benzi, pentru un proces de fabricatie ce trece prin toate cele cinci puncte.

X2

X1 X3

X5 Xq

Fig.1.5.1

Rezolvare. Matricea arcelor grafului G este prezentata in tabelul 1.5.1. La aceasta
matrice s-au atasat o linie si o coloana suplimentare, in care s-au calculat respectiv sumele pe
coloane si sumele pe linii.
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Tabelul 1.5.1

X1 Xo  Xa X4 Xs g

x: |0 0 0 1 1 2

X2 |1 0 0 0 0 1

(A) xs |1 1 0 1 0 3
x; |0 0 0 0 1 1

xs |0 0 0 0 0 0

9 |2 1 0 2 2 -

In partea dreapta a matricei, se gasesc deci gradele exterioare de incidenti ale varfurilor, iar
in partea de jos a aceleiasi matrice se gasesc gradele interioare ale acestor varfuri. Se observa
ca gradul interior de incidenta a varfului x3 este nul (g3 = 0), ceea ce inseamna ca procesul de
fabricatie trebuie sa porneasca din punctul de lucru xs, (aici nu soseste nici o banda
transportoare). Pe de alta parte, gradul exterior de incidentd a varfului xs este nul (gs'= 0)
ceea ce inseamnd cd procesul de fabricatie trebuie si se termine in punctul de lucru xs. In
plus, prin observatii directe, se poate gisi ca procesul de fabricatie trebuie sd strabata
succesiv punctele Xz, X2, X1, X4, Xs.

Aplicatia 1.5.2. Un anumit produs poate fi fabricat intr-o sectie a unei intreprinderi,
prin mai multe procedee tehnologice, folosind unele materii prime si trecand prin diverse
tipuri de produse intermediare (semifabricate). Fie G=(V, E) un graf, in care X={x,, X2, ..., xs}
este multimea materiilor prime ce se pot folosi si a produselor intermediare respective
o stare de prelucrare la alta. Mai precis, (Xi, Xj) €E, daca starea de prelucrare x; (eventual
impreuna cu alte stari din multimea V) poate conduce, printr-o operatie de prelucrari, la
starea x;. Fie graful G, cel din figura 1.5.2.
problema.

b) Sa se arate la ce stari de prelucrare se poate ajunge, pornind de la fiecare dintre
starile de prelucrare presupuse in problema.

C) Xg fiind starea finala (produsul finit), sd se arate de la ce stari se poate ajunge la
aceasta, conform conditiilor date de problema.

Xo Xg
Xy Xq
Xg
X3
X5
Fig.1.5.2

Rezolvare. a) Matricea arcelor grafului G este calculata in tabelul 1.5.2.
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Tabelul 1.5.2

X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7 Xg

X1 0 0 1 0 0 0 0 0

?) x | 0 0o 0 1 0 0 0 0
X3 0 0 0 1 1 0 0 0

x4 0 0 0 0 0 1 1 0

X5 0 0 0 0 0 0 1 0

X6 0 0 0 0 0 0 0 1

X7 0 0 0 0 0 0 0 1

Xg 0 0 0 0 0 0 0 0

Pornind de la aceastd matrice si prin aplicarea metodei descrise 1n acest paragraf, s-a
diferitele stdri de prelucrare, indicate in problema. Astfel, daca elementul d;;,i=1, 2, ..., 8;j =
1, 2, ..., 8, este egal cu unu, atunci exista cel putin o posibilitate de trecere de la starea x; la
starea ;. In caz contrar, daci , dj= 0, nu se poate trece de la starea x; la starea x;. Astfel, de
pilda, deoarece dyg = 1, exista posibilitatea trecerii de la starea x3 la starea Xg. Prin observatii
directe, cititorul poate gasi urmatoarele trei drumuri de la x3 la Xg; d1=(X3, Xs, X7, Xg), do=( X3,
X4, X6, Xg), d3:( X3, X4, X7, Xg).

Tabelul 1.5.3
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b) Elementele egale cu unu din matricea D, ce se afla pe o linie x;, arata la ce stari se
poate ajunge pornind de la starea x;. In plus, puterile de atingere, calculate in partea dreapti a
matricei D, ca sume, ale elementelor de pe liniile respective, arata la cate stari se poate
ajunge, pornind de la fiecare stare in parte.

c) Elementele egale cu unu, de pe coloana Xsg a matricei drumurilor, aratd de la ce
stari se poate ajunge la starea finala xg. Dupa cum se observa din tabelul 1.5.3, la starea
finala se poate ajunge de la orice stare de prelucrare, mentionata in problema.

Aplicatia 1.5.3. Sapte puncte, de lucru ale unei sectii, ce folosese curent electric si
alternativ, pot fi alimentate prin racordarea la retea, folosind unele din legaturile posibile,
reprezentate prin muchii in graful neorientat G, din figura 1.5.3. Sa se determine una dintre
legaturi de prisos. In conditiile puse de problema, exista tipuri de legare a punctelor de lucru,
care sa foloseasca mai putine sau mai multe legaturi intre perechile de puncte?
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X2

X1 X3

X7 X4

Xs Xsg
Fig.1.5.3

Rezolvare. Trebuie construit un arbore-acoperire al grafului G. Pentru aceasta, vom
considera toate cele sapte varfuri, x1, Xo, ..., X7, drept varfuri ale arborelui cautat, dar dintre
muchii selectdim numain - 1 =7 - 1 = 6, muchii, ca in exemplul ce urmeaza.

Sa pornim, de pilda, cu muchia [x3, X2]. Urmatoarea muchie, pe care o solicitam, va
avea una din extremitati in x; sau in X, (pentru conexiune): fie sa selectam pe [x2, X3]. La a
treia selectie, vom evita alegerea muchiei [x1, X3], care ar inchide un ciclul, sa alegem, spre
exemplu, muchia [Xs, X4].

Evitand, de fiecare data, alegerea unei muchii ce inchide un ciclu, sa presupunem ca
au fost alese succesiv urmatoarele muchii, de la a patra selectie in sus: [X4, Xs], [X3, Xs], [Xa,
X7]. Se observa ca, la subgraful obtinut, nu se mai poate adauga nici o muchie, fara, sa se
inchida un ciclu, deci ca s-a obtinut un arbore-acoperire (vezi figura 1.5.4). Aceasta este una
dintre solutiile posibile ale problemei. In practicd, alegerea diferitelor muchii ce se adauga,
se face conform unor criterii economice, ce vor fi prezentate.

X2
X1 X3
X7 ./ )
Xg Xs
Fig.1.5.4

In ceea ce priveste numarul de muchii, ce trebuie selectate, pentru a forma un arbore-
acoperire al lui G, acesta este mereu acelasi, anume egal cun -1 =6.
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CAPITOLUL 2

DRUMURI MINIME-MAXIME IN GRAFURI

2.1. Transport pe drumuri minime-maxime

In practica economici apar multe probleme ce se pot rezolva folosind modele grafuri
in care urmeaza si determinim anumite drumuri de valori minime (sau maxime). In acest
sens, dam, in cele ce urmeaza, un exemplu.

Exemplul 2.1.1. Sa presupunem ca pentru transportul unui produs, intre doua
alegere a rutei pe care urmeazd sd se efectueze acest transport. Reteaua 1n cauzd este
reprezentatd printr-un graf ponderat, ale carui varfuri sunt localitati intermediare prin care se
poate trece, iar ale cdrui arce (muchii) sunt soselele ce leaga localitatile respective, Ponderile
(valorile) de pe arce pot reprezenta costurile unitare de transport de-a lungul acestor sosele
sau alti indicatori legati de folosirea soselelor. Evident, probleme asemanatoare de transport
se pot pune si rezolva in cadrul unor sisteme de dimensiuni mai mici, ca spre exemplu in
rezolvarea unor probleme de transport intern al unei intreprinderi, sectii etc.

Observatia 2.1.1. Si de aceastd datd putem avea situatii cand rezolvam prin metode
asemandtoare (cu ajutorul determindrii drumurilor de valori minime in grafuri) probleme ce
nu sunt de transport, dar ale caror modele matematice coincid cu ale acestora.

In continuare vom arita in ce constid problema determinarii drumurilor de valori
minime (respectiv maxime) intr-un graf. Astfel, fiind dat un graf ponderat, G=(V, E , w),
avand varfurile Xy, Xo, ..., Xn, sd consideram doua varfuri fixate ale sale, de exemplu x3 si Xp,
(xy este localitatea de plecare, iar x,, este localitatea de destinatie a transportului). Graful G
contine mai multe drumuri de la x3. la Xy, (cazul cand exista un singur drum de acest fel este
banal). Sa notam aceste drumuri prin:: d;(X1, Xn), d2(X1, Xn), d3(X1, Xn), ..., dx(X1, Xn). Fiecarui
drum, dintre acestea, ii corespunde cate o valoare, egald cu suma valorilor arcelor ce 1l
compun (conform definitiei date in paragraful precedent). Problema cercetata. cere ca, dintre
drumurile mentionate, sd ne oprim la acela (sau acelea) cu valoarea cea mai mica. Notand un
astfel de drum prin ds(X1, X, ), putem scrie deci definitia lui astfel:

Wds(xz, Xn )1 = min  {WIdi(xa, Xa )}-
i=1,2,,.., k

Analog, dintre cele k drumuri de la x; la X,, unul (sau mai multe) are valoarea cea
mai mare. Notand un drum de valoare maxima de la x; la X, prin di(x1, Xn), definitia lui poate
fi scrisa astfel:

Wldi(X1, X0 )] = max  {WIdi(x2, X )}-
i=1,2,,., k

Observatia 2.1.2. Vom nota, prin conventie, valoarea minima drumurilor de la x; la
Xn, CU Myn, iar valoarea maxima a acestor drumuri cu My,. In general, considerand doua
varfuri oarecare ale grafului, XjeX si xje X, convenim sd notam:

m;j = valoarea minima a drumurilor de la x; la X;

M;;= valoarea maxima a drumurilor de la x; la ;.

Observatia 2.1.3. Uneori, vom mai numi valoarea minimd (maxima) a drumurilor
dintre X; si xj, distanta minima i maxima) intre cele doua varfuri.
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Exemplul 2.1.2. Fie graful ponderat din figura 2.1.1, valorile arcelor fiind scrise pe

ege vy

drumul (drumurile) de valoare minima, respectiv maxima, intre varfurile x; si Xe.

Fig. 2.1.1

Se poate observa cu usurinta, cercetand graful din figura 2.1.1, ca exista in acest graf
sase (drumuri de la x1 la xg, $1 anume urmatoarele:

d1(X1, X6)= (X1, X2, X4, Xs) ; U2(X1, Xg)= (X1, X2, X4, X3, X5, X6) ;

d3(X1, Xg)= (X1, X2, X5, X6) ; da(X1, Xe)= (X1, X3, X5, X6) ;

ds(X1, Xg)= (X1, X4, X6) ; ds(X1, X)= (X1, X4, X3, X5, X6) .

Valorile acestor sase drumuri se calculeaza dupa cum urmeaza:

w[d1(X1, Xg)]= W(X1, X2)+ W(X2, Xa)+ W(X4, Xg)= 2+4+7=13,

W[d2(X1, Xg)]=W(X1, X2)+W(X2, X4)+W(X4, X3)+W(X2, X5)+W(X5, Xg)= 2+4+3+1+2=12,

w[ds(X1, Xg)]= W(X1, X2)+ W(X2, X5)+ W(Xs, Xg)= 2+4+2=8,

w[d4(X1, Xg)]= W(X1, X3)+ W(X3, X5)+ W(Xs, Xg)= 6+1+2=9,

w[ds(X1, Xg)]= W(X1, X4)+ W(X4, Xg)= 2+7=9,

W[ds(X1, Xg)]= W(X1, Xa)+ W(Xs, X3)+ W(X3, X5)+ W(X5, Xg)= 2+3+1+2=8.

Valoarea minima a drumurilor de la x; la X, este deci:

me=min{l 3; 12;8;9;9; 8} =8,
aceasta valoare fiind atinsd pentru doud drumuri dintre cele sase. Existd deci doud drumuri
de valoare minima (ambele cu valoarea egala cu opt) si anume dsz(X1, Xg) si ds(X1, Xg). Daca
nu am fi scris i numerotat toate drumurile de la x3, la Xg, aceste doua drumuri ar fi putut fi
scrise - prin conventie si astfel:

d’min(X1, X6) =(X1, X2, X5, Xg); d"'min(X1, X6) =(X1, X4, X3, X5, X6).

Analog, valoarea maxima a drumurilor de la x; la Xg este:

Mie=max{1 3; 12;8;9;9; 8} =13,
ea fiind atinsa numai pentru drumul d;(X1, Xg), care este deci singurul drum de valoare
maxima de la x; la Xg. Putem scrie:

Omax(X1, X6) =(X1, X2, X4, Xe)

Observatia 2.1.4. Drumurile de valoare minima (respectiv maxima) dintr-un graf vor
fi denumite pe scurt drumuri minime respectiv maxime n graf. Se mai foloseste 0 denumire
unitara, de drumuri optime, natura optimului (maxim sau minim) rezultdnd din contextul
economic al problemei rezolvate. In acelasi sens, vom folosi si expresia de valoare optimi a
drumurilor dintre doua varfuri ale unui graf.

Observatia 2.1.5. Trebuie sa facem distinctie intre doua notiuni §i anume:

- valoarea optima a drumurilor dintre doua varfuri ale unui graf, care este un numar;

- drumul (drumurile) de valoare optimd intre cele doud varfuri, care reprezinta
succesiunea (succesiunile) corespunzatoare de varfuri.

In sensul acestor doua aspecte ale problemei, va trebui si dim metode de rezolvare
pentru fiecare n parte.
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Inainte de a incepe rezolvarea problemelor puse, vom accentua asupra a doud
proprietdti importante, pe care le prezentdm sub forma a doud observatii, tinand seama de
faptul ca cele mai multe dintre grafurile ponderate cu care lucram au valori pozitive si finite
pe arce.

Proprietatea 2.1.1 Intr-un graf cu valori finite si pozitive pe arce, existd drumuri de
valori minime finite intre oricare doua varfuri ale grafului, ce sunt legate prin cel putin un
drum. In plus, orice drum de valoare minima intre doua varfuri, ale unui astfel de graf, este
elementar.

Prima parte a acestei proprietati este evidenta, din moment ce intre cele doud varfuri
exista cel putin un drum, a carui valoare este sigur finitd si pozitiva. Partea a doua a
afirmatiei facute va fi justificatd pe baza unui exemplu simplificat §i anume asupra grafului
cu circuite din figura 2.1.2, (pe un graf fara circuite afirmatia este evidenta, in astfel de
grafuri existand numai drumuri elementare). Astfel, fie drumul neelementar di(X1, Xs5)=(Xu,
X2, X3, X4, X2, X5), de valoare egala cu 16; el este neelementar, trecand de doua ori prin varful
Xz. Se observa cu usurinta ca un astfel de drum (neelementar) trebuie sa contind un subdrum
(o parte din drum), sub forma unui circuit, Tn cazul nostru (X, X3, X4, X2). Eliminand din
drumul dy(X1, Xs) circuitul mentionat se obtine cu usurinta un alt drum de la x; la xs, drum de
forma dy(X1, Xs)= (X1, X2, X5) a carui valoare este mai mica decat valoarea lui di(X1, Xs), CU
cinci unitati (valoarea circuitului eliminat din drumul initial). Modificarile indicate ajutd cu
atat mai mult cAnd drumul de la care se porneste trece de mai multe ori printr-un varf, caz in
care repetdm de cate ori se poate eliminarea unui circuit din drumul respectiv. Rationamentul
descris ne convinge cd un drum neelementar nu poate avea valoare minima, existand
totdeauna un alt drum, de valoare mai mica decat el, intre aceleasi varfuri ale grafului.

X2

Fig. 2.1.2

Retinem, din justificarea facuta mai sus, o proprietate mai generald, ce rezulta cu
usuringa si anume ca:

Observatia 2.1.6. Orice metoda de cautare a drumurilor de valori minime, intre
varfurile unui graf cu circuite evita de la sine introducerea in aceste drumuri a circuitelor cu
valori pozitive.

Proprietatea 2.1.2. Intr-un graf cu circuite, in care exista circuite cu valori pozitive,
existd varfuri intre care putem obtine drumuri cu valori oricat de mari. Tn acest sens,
problema determindrii drumurilor de valoare maxima, intre varfurile respective, 1si pierde
sensul. Dam ca exemplu graful din figura 2.1.2, ce contine circuitul (x2, X3, X4, X2), de valoare
egald cu cinci unitati si in care putem scrie urmatorul sir de drumuri de la x; la X5 cu valori
din ce in ce mai mari:

di(X1, Xs)= (X1, X2, Xs), de valoare egala cu 11,

da(X1, Xs5)= (X1, X2, X3, Xa, X2, X5), de valoare egala cu 16,

d3(X1, X5): (Xl, X2, X3, X4, X2, X3, X4, X2, X5), de valoare egalé cu 21,
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Este clar ca putem repeta circuitul (x2, X3, X4, X2), In drumul cerut, de cate ori este nevoie,
pentru a obtine un drum de valoare oricat de mare; acesta este echivalent cu a spune ca, desi
varfurile x; si xs, sunt legate prin drumuri, nu existd un drum cu valoarea maxima intre
aceste varfuri.

Observatia 2.1.7. Intr-un graf cu circuite pozitive nu are rost si cautim drumurile de
valori maxime intre diferitele varfuri ale grafului.

Observatia 2.1.8. Daca valorile atasate arcelor grafului pot fi si negative, probleme
analoage se pot pune in cazul cand graful confine circuite de valori negative, dar cu
urmatoarele rezultate:

- drumurile de valori maxime, intre diferitele varfuri ale grafului, existd intotdeauna
(evident daca varfurile respective sunt legate prin drumuri si nu exista circuite cu valori
pozitive); aceste drumuri de valori maxime evitd includerea in ele a circuitelor negative, fiind
deci elementare,

- drumurile de valori minime nu existd pentru anumite perechi de varfuri, desi
varfurile respective sunt legate prin perechi de drumuri, adicad problema pusa isi pierde
sensul (existd drumuri cu valori oricat de mici, evident negative).

In paragraful de fata, ne vom referi numai la grafuri ponderate, ale caror valori de pe
arce sunt pozitive. De asemenea, vom trata numai cazul drumurilor cu valori minime,
indicand de fiecare datd cum se adapteaza metodele descrise, in situatia cand se cer
drumurile cu valori maxime.

Problemele practice, care conduc la modelele-grafuri pe care le folosim, pot duce la
doua tipuri de probleme de determinare a drumurilor cu valori minime, dintre care, prima
reprezinta un caz particular al celeilalte si anume:

(i) Determinarea valorii minime, respectiv a drumului (drumurilor) cu valoarea
minima, intre doud varfuri fixate ale grafului.

(i1) Determinarea valorilor minime, respectiv a drumurilor cu valori minime, intre
oricare doua varfuri ale grafului.

Rezolvarea uneia, sau celeilalte probleme, dintre cele doud de mai sus, depinde

evident de problema practica ce se rezolva, de rezultatele ce se cer. Evident, problema (i) se
va rezolva cu calcule mai putine, dar problema (i1) da rezultate mai cuprinzatoare.
In ceea ce priveste rezolvarea problemei (ii), ea se realizeazi cu ajutorul unei matrici patrate
de ordinul n(n = numarul varfurilor din graf), pe care o notdm de obicei cu M si 0 numim
matricea valorilor minime ale drumurilor dintre oricare doua varfuri ale grafului. Mai precis,
notand cu m;; elementul matricei M, ce se afld la intersectia liniei x; cu valoarea x;, avem:

( 0, daca i = j(pentru elementele de pe diagonala principala )
|

m, =3 oo,daca i= jsi nu exista nici un drum n gaf, de la x, la x i
|Lvaloarea minima a drumurilor de la x  la x J.daca exist a astfel de drumuri

Observatia 2.1.9. Pentru elementul mj;, linia in care se gaseste el aratd plecarile de
drumuri minime, iar coloana arata sosirile acestor drumuri minime.

Pentru problema analoagd, a determindrii matricei valorilor maxime ale drumurilor
din graf, vom nota ou M aceasta matrice, iar cu M;; elementul de pe linia X; si de pe coloana
Xj & acestei matrice, definit astfel:

0, daca i =j,

—o,dac & nu exista nici un drum in graf, de la x ; la x i

<
[
—— e

valoarea maxima a drumurilor de la x , la x an restul  cazurilor

31



Metodele de rezolvare a problemelor (i) si (ii) folosesc asa-numita matrice a
valorilor, notata cu W. Aceastd matrice este 0 matrice patrata de ordinul n, al carei element
wij, de pe linia x; si de pe coloana x;j, se defineste astfel:

[0, daca i = j (pentru  elementele de pe diagonala principal &)
|

wy o= + oo,dac a0 # jsi nu exist a arcul (xl,xj)in graf,
|[ w(x |, X J.), dac & graful  contine arcul (x , X . ).

Observatia 2.1.10. 1n cazul cand i # j si graful nu contine arcul (x;, Xj), se pune
Wij=o0, in cazul problemei de drumuri minime si wj= -co, In cazul problemei de drumuiri
maxime.

Observatia 2.1.1.1. Pentru cazul unui graf neorientat, notatiile de mai sus raman
valabile, dar transformand mai intai acest graf intr-unul orientat, prin inlocuirea fiecarei
muchii [X;i , Xj] cu doud arce de sens contrar,(x;,Xj) i (Xj,Xi),cu aceeasi valoare (egald cu
valoarea muchiei corespunzatoare).

Exemplul 2.1.3. Fie graful orientat G, din figura 2.1.3, valorile arcelor fiind scrise pe
arce. Matricea valorilor acestui graf, scrisd in scopul rezolvarii, problemei de drumuri
minime, este cea din tabelul 2.1.1 Se observa ca toate elementele de pe diagonala principald
sunt egale cu zero, In locurile corespunzitoare arcelor existente in graf se gisesc valorile
acestor arce, iar celelalte elemente sunt infinite.

Fig. 2.1.3

De exemplu: wi, = 3, deoarece graful contine arcul (x1,X2), cu valoarea trei, dar wy;=o,
deoarece graful nu contine arcul (x»,X1). Dacd matricea valorilor ar fi fost scrisa in scopul
determinarii valorilor drumurilor maxime, ea ar fi diferit de cea din tabelul 2.1.1 doar prin
faptul ca in locul elementelor egale cu oo, ar fi fost -co

Tabelul 2.1.1
X1 X2 X3 X4
X1 0 3 0 7
(W) X2 o 0 3 5
X3 0 0 0 4
X4 o o0 o0 0

Prin cercetare directa, ne putem convinge cd matricele valorilor minime, respectiv
maxime, ale drumurilor (intre oricare doua varfuri ale grafului G, sunt cele din tabelele 2.1.2
$i2.1.3.

Tabelul 2.1.2.
X1 X2 X3 X4
(M) X1 0 2 5 7
X 0 0 3 5
X3 ) o0 0 4
X4 o0 o0 o0 0




Tabelul 2.1.3.

X1 X2 X3 X4

X1 0 2 5 9

(M) Xo | -0 0 3 7
X3 -00 -0 0 4

X4 -0 -0 -0 0

Exemplul 2.1.4. Graful neorientat din figura 2.1.4 a, poate fi inlocuit cu graful
orientat din figura 2.1.4 b, a carei matrice a valorilor este cea din tabelul 2.1.4. Evident, in

graful dat se poate pune numai problema determinarii valorilor minime ale drumurilor dintre
oricare doud varfuri.

X2
4
6
Xt X3
a) Fig.2.14 asib b)
Tabelul 2.1.4
X1 X2 X3
W) X1 0 3 6
X2 3 0 4
X3 6 4 0

Deoarece problemele (i) si (ii) nu se pot rezolva cu usurintd prin cercetare directa, la
grafuri de dimensiuni mari, este nevoie sa folosim unii algoritmi in acest sens, algoritmi ce
vor fi prezentati in cele ce urmeaza. La baza acestora sta principiul de optimalitate al lui
Bellman, care este un principiu general in matematica si care aplicat la problema noastra se
enunta astfel:

“Orice drum optim in graf este format din subdrumuri optime din acel graf™.

Vom ilustra aplicarea acestui principiu in cadrul descrierii fiecarui algoritm de drum
optim in parte.

In cele ce urmeazi, prezint doi dintre algoritmii de tipul (i). Ei vor da, pe langa
valoarea minimd a drumurilor dintre cele doud varfuri specificate si alte valori minime
analoage, ce nu se cer in problema.

2.2. Algoritmi pentru determinarea drumurilor minime

2.2.1. Algoritmul Bellman-Kalaba

Fie G=(V, E, w), unde V={Xi, Xo, ..., Xp}, un graf orientat. Interesecaza gasirea
valorilor minime ale tuturor drumurilor de la fiecare varf al grafului, x; (i =1, 2, ..., n), la un
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anumit varf fixat, fie acesta x,(daca varful fixat este altul decat x,, 1l trecem pe ultimul loc).
Pornim cu matricea W= HW J H

Fie m!” valoarea minima a drumurilor formate din cel mult k arce, intre x; si x, si fie

m_ valoarea minima a tuturor drumurilor de la x; la X,, indiferent de numarul de arce.

Teorema 2.2.1.1. Fie G = (V, E, w), V = {Xq, X, ..., xn} un graf orientat ponderat si
Xn un varf fixat. Atunci:

m i(nk”) = mn {w, +m i:)} pentru i=n.

{iri=i}

Demonstratie. Evident, orice drum de valoare minima de la x; la X,, format din cel
mult k + 1 arce trebuie sa fie format dintr-un arc (X, X;j), i] si un drum de la x; la X,, de cel
mult k arce, care trebuie sa aiba valoarea minima fata de toate celelalte drumuri formate din
k arce de la x;j la xn (conform principiului de optimalitate al lui Bellman).

Teorema 2.2.1.2. Fie G = (V, E, W), V = {X4, X2, ..., xn} un graf orientat ponderat si
Xn, un varf fixat. Daca (3) keN, astfel incat oricare ar fi varful x;, sa avem:

m© =m “D atunci m ® =m_, (V) XieX.

in in ’ in

Demonstratie. Daca varfurile x; §i xp, sunt fixate si doud numere naturale k, peN sunt

in relatia k>p, atunci evident m >m " . Trebuie aritat cd, in conditiile teoremei:

() =m @2 seN. Acest lucru se aratd prin inductie matematica, dupa valorile numarului

in in

natural s.
Verificarea, este imediata pentru s =1, fiind chiar relatia din enunt.

m

In etapa de demonstrare, presupunem adevirati relagia m ! =m ", pentru un s

oarecare §i trebuie sd aratam ca este adevarata relatia:
i(nk) :m i(nk+s+1) .
Dar, aplicand rezultatul teoremei 2.2.1.1, avem:

(k+s+1)

in

m

=mn {w, +m P =min {fw, +mPr=mP =
{ivi=i} ! n {iii=i} ! "
In acest sir de egalitati am aplicat, de asemenea, ipoteza de inductie si conditia dati in
enuntul teoremei.
Daca x; = Xp, proprietatea este evidenta.

Pe aceste teoreme se bazeaza algoritmul Bellman Kalaba, continand urmatoarele

m 7, pentru Xi#X.

in

etape:
Pas 1. Se construieste matricea valorilor W, corespunzand grafului ponderat dat.

W m L care

in

Pas 2. Se ataseaza noi linii in partea de jos a matricei W, notate m |

dau valorile minime ale drumurilor formate din 1, 2, ..., arce de la oricare varf x; la varful x,
fixat si anume:

a) Linia m " contine valorile minime ale drumurilor de la oricare varf x; la X,

formate dintr-un singur arc deci contine valorile arcelor incidente interior lui x,. Aceste
valori vor fi date, evident, de coloana lui X, din matricea W.

b) Presupunand completata o linie oarecare m ' se trece la calculul liniei m \*, pe

baza relatiei datd de teorema 2.2.1.1, pentru fiecare element in parte pentru i=n, dar evident
adevarata si in cazul pozitiei diagonale cand unul din arce este considerat degenerat (de
valoare zero).

Evident m "’ =0, pentru orice k € N
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(k) = (k+1)
-m

in in

c) Atasarea liniilor continud pentru k <n - 1 pand cand m , $1 deci, conform

teoremei 2.2.1.2, s-au obtinut aici tocmai valorile minime cautate, indiferent de numarul de
arce strabatute.
Pas. 3. Se determina efectiv varfurile si arcele din drumul minim de la x; la varful fixat X,

astfel: adundm element cu element linia x; din W cu linia m “*", céutand cea mai mica

valoare a sumei. Presupunem ca Wi +m ™ =m Y . Atunci, evident, arcul (xi, Xi1) este

iln in

primul arc din drumul minim cautat. Cand suma minima se obtine n dreptul mai multor
coloane, atunci existd mai multe drumuri corespunzand valorii minime §i se urmareste pana
la capat fiecare varianta in parte.

(k+1)

Analog se aduna linia x; cu linia m cautand arcul care asociat unui drum minim de la

(k+1)
iln

varful atins la x,, sa dea valoarea m gasita anterior. Se determina astfel al doilea arc (X;s,

Xiz) din succesiunea cautata, procedand la fel pana se afla un arc cu varful x,, extremitate
terminald. Rezultad drumul de valoare minima, unic sau nu, de forma (Xi, Xi1, Xi2, - ., Xip, Xn)-

Observatia 2.2.1.1. Algoritmul se poate aplica si in cazul determinarii valorilor
maxime ale drumurilor, inlocuind peste tot minimul prin maximum i luand in considerare
matricea W corespunzatoare (eu -co in loc de +o0).

Exemplul 2.2.1.1. Fie graful orientat din figura 2.2.1.1, arcele fiind cai de transport
intre diferitele puncte, iar valorile, scrise pe arce reprezentand costurile unitare de transport
de-a lungul arcelor corespunzitoare se cere drumul pe care sa se faca transportul, intre x; si
Xs, Incat cheltuielile sa fie minime. Trebuie aflata deci, mai intdi, valoarea minima a
drumurilor de la x; la Xg, precum si drumul (drumurile) ce realizeaza aceasta valoare minima.

2

Xo Xy

5

3 7
1 1
1
X1 1 / Xs
6
2 »

X3 " Xs

Fig. 2.2.1.1.

Matricea valorilor, W, a grafului dat, este scrisa in .tabelul 2.2.1.1. Sub acest tabel, in
continuarea matricei W, sunt calculate cinci linii suplimentare, ce sunt explicate partial in
continuare.

Tabelul 2.2.1.1.
X1 X2 X3 Xa X5 X6
X1 0 3 7 o0 o o
X2 o 0 o0 2 o0 00
X3 00 1 0 00 2 1
X4 o0 3 1 0 o0 7
(W) X5 o0 o0 o0 1 0 6
X 0 0 © ®© 0 0
ne | w © 1 7 6 0
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(2)
i6

(3)
i6

(4)
i6

(5)
i6

3
~N N oo o™
NG N e
N
NN
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Linia notatd cu m {’ corespunde cu coloana Xg a matricei W, fiind insa transpusa.

i6

Elementele liniei m "’ au fost calculate succesiv astfel:

m & =min{0+o0; 3+00; 7+1; 00+7; 00+6; 00+0}=8,

m & =min{oo+oo; 0+00; 0co+1; 2+7; 00+6; c0+0}=9,

m & =min{oo+oo; 1+00; 0+1; 00+7; 2+6; 1+0}=1,

m {2 =min{oot+oo; 3+00; 1+1; 0+7; co+6; 7+0}=2,

m * =min{co+o0; oo+oo; co+1; 1+7; 0+6; 6+0}=6,

m * =min{co+o0; 0o+00; co+1; 00+7; 00+6; 0+0}=0,

Asemanadtor, au fost calculate celelalte linii suplimentare. Deoarece liniile m |’ si
m 2 sunt identice, calculul acesta s-a oprit la linia m ¢’ ; primul element al acestei linii,

i6 i6 7

incadrata in tabelul 2.2.1.1, reprezinta valoarea minima a drumurilor de la x1 la Xg: m, = 7.
Pentru a determina drumul (drumurile) ce realizeaza aceasta valoare, procedam astfel:
a) Printre sumele elementelor de pe linia X3, cu elementele corespunzatoare ale liniei
(5)

m,  , cea mai micd este egald cu 7 si se atinge pentru valoarea wi, = 3; inseamna ca primul

i6

arc al drumului cautat este (X1, X2).

b) Printre sumele dintre elementele corespunzitoare ale liniilor x; si m ’, cea mai

i6 1
mica este egald cu 4 si se atinge pentru valoarea wo4=2; Inseamna ca al doilea arc al drumului
minim este (X2, X4).

c) Printre sumele elementelor corespunzatoare ale liniilor x4

si m’, ceamai mica este egald cu 2, atinsa pentru w3=1; cel de al treilea arc al drumului

minim este deci (X4, X3)

d) Printre sumele elementelor corespunzatoare ale liniilor x3 i m .’

i 9
este egala cu unu si este atinsa pentru wse=1; ultimul arc al drumului minim este deci (X3, Xg).

Din cele de mai sus, rezulta ca drumul de valoare minima, de la x; la Xg; este unic si
anume: d = (X1, X2, X4, X3, Xg), avand o valoare de sapte unitati. Pe acest drum, urmeaza. sa se
organizeze transportul de la x; la Xs.

cea mal mica

2.2.2. Algoritmul lui Yen

Pentru calculul valorilor minime de la un varf al grafului fixat, fie acesta xi, la
celelalte varfuri, X2, X3, ..., xp, din G, adica my2, M3, ..., M1y, se poate proceda si astfel:

Pasul 1. Se scrie matricea valorilor W si se determina cea mai mica dintre valori, care
pleaca din x;. Fie:

Wliozln;in n{W1.} , deci Wijp=myjo.
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Pasul 2. Toate elementele din prima linie a matricei W, exceptand w11=0 si wiio, S€
transforma astfel:

W, = min {Wli;W

i=l

Din matricea astfel ob{inuta, se suprima linia de rang ip $i coloana de rang ip, pastrand
pentru celelalte linii si coloane, rangurile lor initiale. Dacd matricea obtinutad este de ordinul
2, atunci wi, din aceastd matrice reprezinta valoarea minima de la x; la Xk, unde k este rangul
coloanei a doua (liniei a doua) din aceastd matrice si algoritmul ia sfarsit. Dacd matricea
obtinuta are cel putin ordinul trei, atunci se repeta pasi 1° si 20 asupra acestei matrici, ca si
asupra matricei W, cu prima linie a acestei matrici.

Fiecare etapa de aplicare a algoritmului in cei doi pasi scade ordinul matricei cu cate
o unitate si da la fiecare etapa cate o valoare minima myi(i =1, 2, 3, ..., n).

Justificarea algoritmului. In primul pas al primei, etape de aplicare a algoritmului
deoarece, orice drum de valoare minima de la X; la Xjo trebuie sa

1i, + Wioi} )

Wijo=min {w_ }=m
i=2

1i,

inceapa cu un arc incident exterior lui x;, deci valoarea sa este cel putin egala cu valoarea
celui mai scurt arc de forma (xa, Xjo) care este in particular un drum de la x; la Xjo.

Dupa, o etapa a algoritmului, se obtine o matrice corespunzand unui subgraf
G1=(V1, Ez) al lui G, unde V1=V\{Xjo}. Vom arata cum se determina valorile minime de la x;
cercetam in continuare.

Cazul 1. In graful G exista un drum de la x; la X; care nu trece prin Xjo, fie aceasta
d=(X1, Xj1 , Xj2, .-, Xi) un drum minim. Rezulta ca wij<W1jo+Witjo, deoarece in caz contrar am
putea Tnlocui arcul (X1, Xj1) printr-un drum format din doua arce, (X1, Xio) $i (Xio, Xj1) §i care
este mai scurt, contrazicand ipoteza. Prin Tnlocuirile de la pasul 2°, elementul Waj1, din W
ramane neschimbat, deci valoarea drumului (X1, Xj1 , Xj2, ..., Xi) este aceeasi in G §i G1. n
graful G; insa, nu pot exista distante mai mici de la x; la Xi, cu i#ig, deoarece oricarui drum
(X1, Xj1 »---» Xjs, Xi) din Gy 1i corespunde in G acelasi drum, dacd wij1< Wiig+Wigj1, sau Ti
corespunde drumul (X, Xio, Xj1 »-.., Xjs, Xi) din G daca w1j1< Wijo+Wioj1 cu valoare egala. Deci
distantele minime se conserva in G si Gj.

Cazul 2. n graful G, orice drum minim de la x; la x; trece prin Xjo. Fie un astfel de
drum: d(X1, Xi) = (X1, Xj1, Xj2, - -+, Xio, Xk1, Xk2, ---» Xi).

Deoarece valoarea arcului (X1, Xjo) este mai mica sau egala cu valoarea arcului (xi,
Xj1), rezultd ca si drumul:

d (X1, Xi) = (X1, Xio, X1, X2, ---» Xi)
este un drum de valoare minima de la x; la X; In G, in care Xjo nu mai apare inca odata intre
Xk1, Xk2, ..., Xj . Exista evident relatia: wix1>Wij o + Wigk1, deoarece in caz contrar si drumul
d’(x1, Xi) = (X1, Xk1, Xk2, .., Xj) este drum de valoare minima in G de la x; la X; si nu trece
prin X;, contrazicand ipoteza.

In pasul 2 al algoritmului Yen s-a inlocuit Wy prin: Wijo + Wigki, deci valoarea
drumului d' in G este egald cu valoarea drumului d” in Gy, deci se conservi distantele
minime si in acest caz.

Exemplul 2.2.2.1. Fie graful orientat din figura 2.2.2.1, ce reprezinta posibilitatile de
transport al unui produs, intre punctele x1, Xz, X3, X4 si Xs. Valorile de pe arce reprezentand
costurile transportului pe arcele respective, sa se determine drumul de la x; la Xs, Tncét costul
total de transport sa fie minim.
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Fig. 2.2.2.1.

Matricea valorilor grafului este cea din tabelul 2.2.2.1. Avem: m;;=0 si  min {w 3} = {3, =,

o, 2}=2, deci Xjp=Xs si mys=2, iar drumul este d(X1, X5)=(X1, Xs).

Tabelul 2.2.2.1
X1 X2 X3 X4 X5
X1 0 3 o0 o0 2
(W) X2 0 0 2 3 4
X3 o0 o0 0 0 2
X4 o0 o0 5 0 o0
Xsg 1 00 00 3 0

Apoi, se suprimad din tabelul 2.2.2.1. linia si coloana corespunzand varfului xs, ceea ce
conduce la tabelul 2.2.2.2, in care s-au Tnlocuit elementele din prima linie ca la pasul 2° al
algoritmului:

Tabelul 2.2.2.2.
X1 X2 X3 X4
X1 0 3 o0 5
X2 o 0 2 3
X3 00 o0 0 o0
X4 o0 o0 5 0
w, =mn{ 3;2+w}=3
vT/13=min{ 0;2+ 0} =
W, =mn{ ©;2+3}=5

Din prima linie a tabelului 2.2.2.2., se alege: min {w, }=min{3, o, 5}=3, care

corespunde varfului x,. Avem deci m2=3 si d(x1, X2)= (X1, X2).
Acum se suprima linia si coloana corespunzatoare lui x; 1 modificam elementele din
prima linie a matricei din tabelul 2.2.2.2., cu formula de la pasul 2° a algoritmului:

Wi = min{ o;3+ 2} =5,

Wy = mn{ 5;3+ 3} =5
Obtinem tabelul 2.2.2.3, in care avem: my3=My4=5 si d(x1, X3)= (X1, X2, X3); d(X1, X4)=
(X1, Xs5, Xa).
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Tabelul 2.2.2.3.

X1 X3 Xa
X1 0 5 5
X3 00 0 o0
X4 0 5 0

In general, la acest algoritm gisirea drumului minim se poate face asa cum se explica
mai jos. Drumul cel mai scurt,de la x; la x; are lungimea mij, astfel ca: mj=mj, + wy; , daca
(Xk, X;j) este ultimul arc al drumului minim. Pentru distanta minimd mj de la x; la Xk se
procedeaza analog pentru gasirea ultimului arc al drumului. Daca nu exista nici un indice k
cu proprietatea k = i, k # j care sd verifice egalitatea: m;=mix + Vi, atunci singurul drum
minim de la x; la x; este arcul: (X;, X;).

Observatia 2.2.2.1. Pentru aflarea drumului de valoare maxima, se foloseste initial
matricea W corespunzatoare si se alege de fiecare data valoarea maxima de pe linia tabelului
ramas.

Tn continuare, prezint trei algoritimi ce rezolva problemele (ii), deci care conduc la
calcularea matricei M, a valorilor minime ale drumurilor dintre oricare doua varfuri ale
grafului.

2.2.3. Algoritmul Roy - Floyd

Fie G = (V, E, w), unde X={x1, X2, ..., xn}.

Algoritmul Roy-Floyd determina atat valorile distantelor minime intre oricare doua
varfuri ale grafului, cat si drumurile minime corespunzatoare si se bazeazd pe urmatoarea
teorema:

Teorema 2.2.3.1. Daca, intr-un graf oarecare G, este indeplinitd inegalitatea:
Wii<Wi+Wij, pentru orice i # j, i # K, j #k, atunci valoarea minima a drumurilor de la x; la X;
este valoarea wi;.

Demonstratie. Presupunem ca exista cel putin un drum de valoare finitd de la x; la X;j,
fie acesta:
d(Xi, X)) = (Xi, Xk1, Xw2, .., Xks, Xj) i din ipoteza teoremei se deduce din aproape in
aproape ca:
Wik2<Wik1+Wkik2,
Wika<Wik2+Wiok3< Wiki+tWiikz +Wioks
Wij< Wik1tWkik2 t ... tWksj.
de unde justetea concluziei teoremei.
Algoritmul pentru aflarea matricei M, a valorilor minime a drumurilor, are etapele
urmatoare:
Pasul 1. Se asociaza grafului matricea W = (wj)), 1, j=1, 2, ..., n i matricea C || Cij || ,
1,]=1, 2, ..., n, unde Cjj sunt mul{imi de noduri sau varfuri din care pleaca arce, deci:

[{x', dac 3w ; finit
c, = )
&, dac aw = oo.
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Pasul 2. Tinand seama de afirmatia teoremei, se determina matricile Wy= || Wij(k) ||

1,)=1,2, ...,n,k=1, 2, ..., n in care se modifica valorile wj; care nu satisfac teorema si deci se
pot micsora, astfel:
Wu,dac ai# jsii=1 sa j=1,

W, = 0,dac ai = j

(
W 4|
|

+w, hdacdai=ji=zl j=l

Lmin{ WL W

Tn general, pentru k=2, 3, ..., n, punem.

( O,dac ai=j,
\ _
Wijk):-{ Wl(jkl),dacéiij;i:ksau j=Kk
‘Lmin{ w T w T e w Y dac a2 i# k2 ke

Analog se afld matricile Cy, k=1, 2, ..., n. Mai precis, elementele matricei
Ck:llcij(k)", ,j=1,2, ..., n, se afla astfel:

(k -1) ( -1) (-1) k-1)

( C ,daca w < W + W
| ij ij ik kj
(k k-1 k-1) k -1 k-1 k-1
C..)=4Cf Yuc! , daca w8 o gy Y
ij ij kj ij ik kj
k -1) & -1) (k-1) (k-1)
|l C, ,daca w > W, :
J ij ik ki
L 0 0
cuconvenfia: ¢ =c,  w.” =w

ij ij
Tn final, W,=M, iar C, di efectiv drumurile minime, tinind cont de multimile
varfurilor vecine cu fiecare varf x;, date de elementele ¢, reconstituind drumul n sens

Invers.

Exemplul 2.2.3.1. Fie graful din figura 2.2.2.1 folosit si in exemplul precedent.
Trebuie sd gasim costurile minime de transport, intre oricare doud puncte ale grafului. Cu
alte cuvinte, trebuie sa se determine matricea valorilor minime dintre varfurile grafului si
drumurile corespunzatoare acestor trasee optime. Matricile W si C, din primul pas al
algoritmului, se gasesc in tabelele 2.2.3.1 s12.2.3.1°.

Tabelul 2.2.3.1 Tabelul 2.2.3.1°
0 3 00 o0 2 X1 X1 X1
) 0 2 3 4 X2 X2 X2 X2
o0 o0 0 o0 2 C X3 X3
00 00 5 0 0 X4 X4
1 00 00 3 0 Xsg X5 Xsg

Aplicam pasul 2 al algoritmului pe rand, pentru k = 1, 2, ..., n. Avem succesiv
rezultatele continute in tabelele 2.2.3.2 -2.2.3.6°

Tabelul 2.2.3.2 Tabelul 2.2.3.2°
0 3 0 © 2 X1 X2 X1
o 0 2 3 4 Xo Xo X2 X2
Wi 00 o0 0 o0 2 Cu: X3 X3
0 o0 5 0 0 X4 X4
1 4 o0 3 0 X5 X1 X5 X5
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Tabelul 2.2.3.3 Tabelul 2.2.3.3°

0 3 5 6 2 X1 X1 X2 X2 X1
o0 0 2 3 4 X2 X2 X2 X2
Woi | %0 0 o 2 Ca: X3 X3
0 o0 5 0 0 Xa X4
1 4 6 3 0 X5 X1 X2 X5 Xsg
Tabelul 2.2.3.4 Tabelul 2.2.3.4°
0 3 5 6 2 X1 X1 X2 X2 X1
o0 0 2 3 4 X2 X2 X2 X2,X3
W3 o0 o0 0 o0 2 C3: X3 X3
o0 00 5 0 7 X4 X4 X3
1 4 6 3 0 Xsg X1 X2 Xsg X5
Tabelul 2.2.3.5 Tabelul 2.2.3.5°
0 3 5 6 2 X1 X1 X2 X2 X1
o0 0 2 3 4 X2 X2 X2 X2,X3
Wy o0 00 0 00 2 Ca: X3 X3
o0 00 5 0 7 Xa X4 X3
1 4 6 3 0 X5 X1 X X5 X5
Tabelul 2.2.3.6 Tabelul 2.2.3.6
0 3 5 5 2 X1 X1 X2 X2 X1
5 0 2 3 4 Xsg X2 X2 X2 X2,X3
W5: 3 6 0 5 2 Cs: X5 Xs X3 X5 X3
8 11 5 0 7 X5 X5 X4 X4 X3
1 4 6 3 0 Xsg X1 X2 Xsg X5

Sa alegem cateva distante minime din tabelul Tabelul 2.2.3.6. - 2.2.3.6’

a) Myg =5 si d(x1, Xa)= (X1, Xs, X4), Citit pe prima linie din Cs, reconstituind drumul de
la sfarsit astfel: varful x4 este precedat de xs aflat in casuta (1, 4), varful xs este precedat de
Xy aflat in casuta (1, 5), care este varful initial al dramului.

b) mas = 4 si d(x2, X5)= (X2, Xs5), sau d(Xz, Xs5)= (X2, X3, Xs), deci doud drumuri cu
aceeasi lungime minima 4, aflate pe linia lui x5, din tabelul 2.2.3.6, ca mai sus.

€) Mgy = 11 d(Xs, X2)= (X4, X3, X5, X1, X2).

Drumurile aflate sunt cele pe care trebuie organizat transportul, intre varfurile
corespunzatoare.

2.2.4. Algoritmul lui Dantzig

Algoritmul lui Dantzig este un procedeu de calcul recursiv pentru gésirea distantelor
minime in subgrafurile cu 2, 3, ..., n varfuri. In cazul in care functia w:E— R poate lua si
valori negative, algoritmul poate detecta si eventualele circuite negative, a caror semnificatie
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este ca distanta intre oricare doua varfuri poate fi facuta oricat de mica parcurgand circuitele
respective de un numar de ori suficient de mare, deci nu exista o cea mai mica distanta finita
intre varfurile circuitelor.

Fie graful ponderat G = (V, E, w) si G¥ = (Vi, Ex, Wi) subgraful lui G in care
multimea varfurilor este: Vi={Xq, Xz, ..., xi}, k<n. Fie, de asemenea, M©=|| m ||, i,j=1,2,
...,k, matricea distantelor minime in subgraful G,

Pasul 1. Se face k = 2 si m ' =wyp; m [’ =wp;. Daca wia+W»<0 ne oprim, s-a
detectat circuitul negativ (X1, X2, X1) si problema distantelor minime in G isi pierde sensul. in
caz contrar, pentru Wip+w,;>0 se ia m (2 =m =0 si se trece la pasul 2°, succesiv pentru k =
3, 4,..,n.

Pasul 2. Cunoscand matricea M&™Y | se afld elementele matricei M®, prin recurenta,
astfel:

a)mf“: min ~ {m

(k-1)
" ) ) -
i=1,2,., k-i

ij

+w,},pentrui=l, 2, ..., k-1.

(k) . (k-1)
b) my, = mn {m,
i=1,2,.., k-i

+w,},pentruj=1,2, ..., k-1.

Se verifica daca existd un indice i, anume 1< i< K - 1, pentru care: m ' + m ) <0 si
in acest caz ne oprim, existand un circuit negativ in subgraful cu multimea de varfuri Vi care
trece prin varfurile x; si xx. In caz contrar, elementele de pe diagonala sunt egale cu zero si se
calculeaza elementele:

C) m;k) =mn{ m“:m" + méjk)}, pentru i#j ; i,j=1, 2, ..., k-1

ij » ik

La sfargitul algoritmului, elementele m ;" dau distantele minime in G, unde m ;"' =0,
oricare ar fii=1,2, ..., nsi k=2, 3, ..., n. Daca graful nu contine arce cu lungimea negativa,

nu se mai verifica la pasul 2° existenta circuitelor negative.
Justificarea algoritmului. Prin inductie dupd k, aratim ca valorile m ;" i m ;*’ date de

formulele a), b), ¢) dau distantele minime In subgrafurile cu multimile de varfuri Vy, Vs, ..,
V=V (pentru k=2, 3, ..., n, respectiv).

Pentru k=2, subgraful G® are numai doui varfuri, V, = {X1, X2} si distantele minime
intre ele coincid cu distantele directe (prin arce). Presupunand ca nu exista circuite negative,
facem ipoteza cd formulele sunt adevarate pana la k - 1 si demonstram valabilitatea lor
pentru G®M. Distanta minima intre un varf xi(i = 1, 2, ..., k - 1) si x¢, in G este fie distanta
directd wik, obtinuta din formula a) j = i, fie valoarea unui drum minim d(Xi, Xk,) = (Xi, Xk1, -+,
Xks, Xj0, X&), format cu varfuri din Vi. Dar (Xi, Xk1, .., Xks, Xjo) €ste un drum minim in G, a
o
ar putea inlocui printr-un drum mai scurt de la x; la x; in G* si care prelungit cu arcul (x;,
Xx) ar genera un drum mai scurt decat (Xi, X1, ..., Xks, Xjo, Xk), contrazicand ipoteza. Deci

- : . (k-1)
m. . =m. +w. = j= mn {m,
1,2, k-1 !

carui lungime este m ‘" conform ipotezei de inductie, deoarece, in caz contrar, acest drum s-

+ w, } adica formulele a) sunt adevarate pentru orice 1

Daca ar existd un indice i(1< i< Kk - 1) pentru care m;”’ +m | <0, atunci ar exista un
circuit negativ care trece prin varful x, in G, deci si in graful G.

Valabilitatea formulelor b) se face in mod asemanator. Pentru formulele c),
considerim un drum de valoare minima de la x; la x; in subgraful G®. Daca acest drum nu
trece prin varful x, atunci el este un drum minim n subgraful G*? si are valoarea

(k-1)

m," conform ipotezei de inductie. Dacd drumul trece prin x, atunci el se compune din
doud subdrumuri, unul de la x; la Xy, iar celdlat de la xi la x;, minimalitatea sa impunand
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conditia ca ambele subdrumuri si fie drumuri minime in subgraful G* (principiul lui
Bellman).

Deci, valoarea drumului minim de la x; la x; este in acest caz m |’ +m [, unde m " si m
sunt date de formulele a) si b).

In concluzie, formula ¢) este adevarata pentru orice i, j=1, 2, ..., k.

Exemplul 2.2.4.1. Reluand exemplul rezolvat anterior prin algoritmul lui Roy-Floyd,
algoritmul lui Dantzig da matricile drumurilor minime in subgrafurile G? , G® , G(4), G(S)CG,

ce se gasesc in tabelele 2.2.4.1 — 2.2.4.4. Subgrafurile insele sunt reprezentate in figura
2.2.4.14a, b, c, respectiv Tn figura 2.2.2.1 (G®).

Tabelul 2.2.4.1 Tabelul 2.2.4.2
X1 X2 X1 X2 X3
M@ [y 0 3 | M@ [ x; 0 3 5
X o0 0 X 0 0 2
X2 o0 0
Tabelul 2.2.4.3. Tabelul 2.2.4.4
X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 Xg Xsg
X1 0 3 5 6 X1 0 3 5 5 2
MD 1 x, o0 0 2 3 | MO | x 5 0 2 3 4
X3 0 o0 0 o0 X3 3 6 0 5 2
X4 0 0 5 0 X4 8 11 5 0 7
Xs 1 4 o0 oo o0
X2
3 Gc@ 2
GO
X1 a) b)
Xs
2
G(4)
X1
X3
c)
Fig.2.2.4.1

Gasirea drumurnor mimime se poate 1ace aupa cum urmeaza. remru m " =m; se ia
linia lui x; din W, care da valorile directe de la x; la alte varfuri si se adund cu coloana x; din
M®™=M, care da valorile minime de la diferite varfuri pana la x; si se cautd sumele de valoare
mijj. Se afld un prim arc al drumului cautat, (x;, X1) si se lucreaza analog cu linia x;, din W si
coloana X; din M cautdnd suma m;j pentru cel de al doilea arc al drumului s.a.m.d. In
exemplul dat, avem:
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Mgz = 11 §i d(Xs, X2) = (Xa, X3, X5, X1, X2).

2.3. Arbori

2.3.1. Definitii si elemente de baza

In clasa grafurilor conexe, arborii reprezintd grafurile cele mai simple (ca structurd)
si, de asemenea, cele mai frecvent utilizate in practica. De studiul lor s-au ocupat
matematicieni si fizicieni de seama: Cayley a studiat arborii pentru aplicatiile lor in chimia
organica, iar Kirchhoff, a studiat accasta categorie de grafuri pornind de la studiul retelelor
electrice.

Termenul do arbore a fost introdus de Cayley in 1857, plecand de la o analogie
botanica.

Definitia 2.3.1.1. Se numeste arbore un graf conex i fara cicluri.

Exemplul 2.3.1.1. in figura 2.3.1.1. este desenat un arbore. Se observi ci oricum am
elimina o muchie, graful isi pierde proprietatea de conexitate, si oriunde am adauga o
muchie, apare un ciclu. Acest lucru este valabil Tn orice arbore.

4

8 Fig. 2.3.1.1.

Teorema 2.3.1.1. Fie un graf G=(V, E). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) G este arbore.

2) G este un graf conex, minimal cu aceasta proprietate (eliminand o muchie oarecare
se obtine un graf neconex).

3) G este un graf fara cicluri, maximal cu aceasta proprietate (daca se adaugd o
muchie se obtine un graf care are macar un ciclu).

Demonstratie. Ca sa demonstram teorema enuntatd mai sus, este suficient sa
parcurgem urmatoarele implicatii: 1)= 2),2) = 1),1) = 3)si3) = 1)

Intr-adevar, dupa ce vom demonstra ce ne-am propus, vom putea scrie:

2)e 1) = 3).
si, deci, prin tranzitivitatea relatiei de echivalenta, obtinem si 2) < 3).
1) = 2) ipoteza: G conex si fara cicluri

concluzia: G conex si minimal cu aceasta proprietate
Se observa cad proprietatea de conexitate este comund ipotezei si concluziei.
Presupunem prin reducere la absurd ca in E exista o muchie e =[X,y] prin a carei eliminare sa
se obtind un graf G; care este totusi conex. Rezultd din conexitatea lui G; ca 1n acest graf
exista un lant intre oricare doua varfuri, deci si intre x si Y, fie acesta Lyy. Din acesta putem
obtine un lant elementar L’Xy. Dacd adaugdm muchia eliminata, ne situdm din nou in G si, in
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plus, se obfine un ciclu, ceea ce este absurd. Urmeaza ca G este intr-adevar minimal cu
proprietatea de conexitate.

2) = 1) Ipoteza: G conex si minimal cu aceasta proprictate

Concluzia: G conex si fara cicluri

Din nou proprietatea de conexitate este comunad ipotezei si concluziei. Mai ramane sa
demonstram ca G este fara cicluri. Presupunem prin reducere la absurd ca in G exista un
ciclu C =[xy, Xa, ..., Xk, X1]. Elimindm muchia [x1,X»] si argumentam ca se obtine un graf Gy,
tot conex. Intr-adevir, pentru ci G este conex, intre orice doud varfuri existi un lant. In
lanturile care folosesc muchia, [x1,X2] (doar acestea sunt afectate de eliminarea muchiei),
vom inlocui aceastda muchie cu lantul [x, X, ..., Xk, X1]. Urmeaza deci ca G; este intr-adevar
conex, ceea ce vine 1n contradictie cu ipoteza. Rezultd ca presupunerea facuta a fost, falsa si
deci G este fara cicluri.

1) = 3) Ipoteza: G conex si fara cicluri

Concluzia: G fara cicluri i maximal cu aceasta proprietate.

Proprietatea lui G de a fi fara cicluri este comuna ipotezei si concluziei. Deoarece G
este conex, rezultd ca intre oricare doud varfuri distincte si neadiacente x si y existd un lang.
Din el construim un lant elementar care sd lege x si y. Daca am adauga muchia [x,y] atunci
ar apare un ciclu, deci G este fara cicluri, maximal.

3) = 1) Ipoteza: G fard cicluri si maximal cu aceastd
proprietate
Concluzia: G conex si fara cicluri.

Din nou ipoteza si concluzia au o parte comuna. Mai ramane sa demonstram
conexitatea lui G. Fie x si y doua varfuri neadiacente in G. Daca am adauga muchia [x,y], am
obtine, conform ipotezei, un graf care contine un ciclu C (in care apar, evident, varfurile x si
Y), C =[x,¥.t,..., X]. Eliminand muchia [X,y], ne plasam din nou in G, si, in plus, din ciclul C
putem evidentia un lant L =[x, t,..., x] care leagd cele doua varfuri x si y. In concluzie,
graful G este conex. Demonstratia teoremei este acum terminata.

Definitia 2.3.1.2. Fie G un graf. Un graf partial H al sau care in plus este si arbore
se numeste arbore partial.

Corolarul 2.3.1.1. Un graf G=(V, E) contine un arbore partial, daca si numai daca G
este conex.

Demonstratie:

I. Presupunem cd G contine un arbore partial H=(V, T). Atunci, cum H este conex (fiind
arbore), pentru G el este graf partial. Rezultd ca prin adaugarea la H a muchiilor din E-T
pentru a reconstitui pe G din H, proprietatea de conexitate se pastreaza. Deci G este conex.

II. Daca G este conex atunci exista doua cazuri:

1. G este arbore, caz in care H=G.

2. G nu este arbore. Rezulta ca el contine cicluri, deci existd in G méacar un ciclu C.
Fie o0 muchie e=[x,y] a acestui ciclu. Prin eliminarea muchiei e, proprietatea de conexitate se
pastreaza. Se obtine astfel un graf G;. Daca G; este arbore, atunci H=G;. Daca nu, procedam
similar cu G;. Dupa un numar finit de pasi (la fiecare pas se elimina o muchie), obtinem
arborele partial cautat H.

Propozitia 2.3.1.1. Orice arbore H = (V,E) cu n > 2 varfuri contine cel putin doua
varfuri terminale.

Demonstratie: Presupunem prin absurd, ca exista un arbore H cu n > 2 varfuri si care
contine cel mult un varf terminal, adicd un varf al cérai grad este 1. Alegem in H un lang
elementar de lungime maxima (care confine numarul maxim de muchii posibil); fie acesta
L=[X1, X2, ..., xk]. Rezulta ca cel mult o extremitate este de gradul 1, deci cel putin una din
extremitati are gradul cel putin 2; fie aceasta x;. Mai exista In H macar un varf in afara de x;
Cu care X; este adiacent; fie z unul din ele. Daca z nu ar apartine lantului L, am deduce ca L
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ar mai putea, fi prelungit cu macar o muchie, contradictie. Urmeaza deci ca z este pe lantul
L, L=[x1, X2, ..., Z,..., Xk]. Din acest lant am putea construi un ciclu C=[x1, Xo, ...,Z, X1], ceea
ce este absurd. Contradictia provine din presupunerca existentei a cel mult unui varf
terminal. Demonstratia este terminata.

Propozitia 2.3.1.2. Orice arbore cu n varfuri are n-1 muchii.

Demonstratie. Sa observam mai intai (ca exemplu) ca arborele din figura 2.3.1.1 are
12 varfuri si 11 muchii.

Facem demonstratia prin inductie dupa n. Pentru n=1, existd un singur arbore si el nu
are muchii, deci numarul sdu de muchii este 1-1=0.

Presupunem proprietatea din enunt adevarata pentru orice arbore cu n varfuri si sa o
demonstram pentru arborii cu n+1 varfuri.

Fie H un arbore cu n+1 varfuri. Conform propozitiei anterioare, rezulta ca exista in H
un varf terminal; fie acesta x. Eliminand din H varful x impreund cu muchia, incidenta cu el,
obtinem un arbore H, cu n varfuri (intr-adevar, H; este conex si fara cicluri). Pentru el
aplicam ipoteza inductiva (el avand n varfuri) si deducem ca H; are n-1 muchii. Adaugand la
loc muchia eliminata, refacem arborele H si constatam in plus ca el are (n-1)+1=n=(n+1)-1
muchii, ceea ce si voiam sa demonstram.

Din cele doua etape ale inductiei, rezulta ca afirmatia din enunt este, demonstrata.

Ne propunem sd vedem cum rezolvam algoritmic unele probleme legate de arbori.

O prima problema este aceea a verificarii daca un graf este arbore. Verificdim mai
intai daca el este conex, folosind, de exemplu una din metodele de parcurgere. Daca el este,
conex, pentru a fi arbore ar fi suficient ca graful s aiba n-1 muchii, lucru usor de verificat,
chiar inainte de verificarea conexitatii.

O altd problema interesanta este aceea a verificdrii daca un graf este fara cicluri.

Definitia 2.3.1.3. Un graf G=(V, E) care nu contine cicluri se numeste aciclic.

Algoritmul pe care il propunem se bazeaza pe faptul ca reconstituim multimea V de
varfuri, plecand initial de la extremitatile primei muchii, Se adauga la V noi varfuri adiacente
cu varfuri deja adaugate anterior la Y. Daca in tentativa de a cduta asemenea varfuri, gasim
unul in V care este adiacent cu un varf care este de asemeneca in V, deducem usor ca am
depistat existenta unui ciclu §i ne oprim. Daca nu gdsim nici o muchie care sa aibd o
extremitate in V si o extremitate n afara lui V, se adauga la V extremitatile unei muchii
oarecare, neutilizate inca. Cautarea varfurilor, pentru a le adduga in V, o facem deci printre
extremitatile muchiilor grafului. Se porneste initial cu mulfimea Y a indicilor muchiilor
grafului, exceptand prima muchie pe care o folosim pentru initializarea multimii V. Pe
masura ce prelucram anumite muchii (adaugand la V o extremitate sau chiar pe amandoua),
scoatem din Y indicii lor.

In continuare algoritmul scris in pseudocod. Presupunem ci muchiile grafului sunt
date in vectorul u.

Pas 1. aciclic:=true; {daca vom descoperi ca G = (V,E) contine cicluri, vom schimba
valoarea variabilei aciclic in false}

V={u[1].x,u[1].y}; {punem in X, extremitdtile primei muchii,}

Y=0; {initializam Y cu multimea vida;}

Pas 2. pentru i:=2,m executa Y:=Y u {i}; {punem in Y indicii tuturor muchiilor, exceptand
1}
Pas 3. atata timp cat (aciclic=true) and (Y<>£) executa
g:=false; {se foloseste pentru a testa daca am gasit o muchie cu o extremitate
inV}
pentru j:=2,m executa {determind prima muchie care are cel putin o
extremitate in V}
daca jeY atunci
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xL:=ufj].x;yL:=u[jl.y;
daca (xeV) or (yleV) atunci g:=true break;
daca g=false atunci determind prima muchie j din Y
V=VO{uljlx.ulil.y}
Y:=Y-{j}
Altfel, daca (x1€V) and (yleV) atunci
aciclic:=false; {G are cicluri}
altfel determina extremitatea t (a muchiei j) care nu este in V
V:=VU{t}; {adaug t la V};
Y:=Y-{j}; {scot muchia j din Y}
Pas 4. Daca aciclic=true atunci scrie 'graf aciclic'
altfel scrie 'graful contine cicluri'

De asemenea s-ar putea pune problema construirii unui arbore partial pentru un graf
conex. Se poate folosi ideea din algoritmul anterior. De data aceasta alegem o muchie numai
daca ea are o extremitate in V si o extremitate Tn afara multimii V. Precizdm inca odata ca in
algoritm, V este o variabild de tip multime cu ajutorul careia noi alegem sau nu o muchie sau
un varf, si nu semnificatia traditionald de mulfime a tuturor varfurilor grafului G.

Definitia 2.3.1.4. Un graf G care nu, contine cicluri se numeste pdadure.

Exemplul 2.3.1.2. In figura 2.3.1.2 este desenat un graf care este padure. Denumirea
introdusa se justifica prin faptul ca fiecare componenta conexa a unui graf fara cicluri este un

arbore.
1 12
X 11
1 13 10

14

8 9 . 16

17
20
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7 15
21
4 18
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19

Figura 2.3.1.2

2.3.2. Arbore partial de cost minim. Algoritmi

Fie un graf G=(V, E) conex, V=1{1,2,...,n},si o functie C:E- R; asociaza
fiecarei muchii u, un numar real pozitiv c(u), numit Costul sau.

Definitia 2.3.2.1. Pentru un graf partial H =(V,T) al lui G, costul sau reprezinta
suma costurilor muchiilor sale, adica:

cH) =Y c)

Exemplul 2.3.2.1. Fie graful G = (V, E), a carui reprezentare grafica este data in
figura 2.3.2.1, costul fiecarei muchii fiind scris pe ea. Pentru H = (V, T) unde:
T ={[1,2],[3,5], [4,3].[6,7]},
c(H)=c([1,2])+c([3,5])+c([4,3])+c([6,7])=2+2+1+5=10
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Fig. 2.3.2.1.

Problema: Sa se determine un graf partial H al lui G care sd fie conex si sa aiba
costul minim.

Observatia 2.3.2.1. Pentru un arbore partial de cost minim folosim notatia prescurtata
APM.

Problema enuntatd este cunoscuta si sub numele de “problema conectarii cu cost
minim a oraselor", deoarece putem sa interpretam cele n varfuri ale grafului ca fiind n
orage, iar costul muchiei [i, j] ca reprezentand costul conectarii, directe a oraselor i si j. Un
arbore partial conex de cost minim reprezinta modalitatea optima din punct de vedere
financiar de a lega direct unele perechi de orase astfel incat in final orice doud orase sa fie
conectate (direct sau prin intermediul altora).

Propozitia 2.3.2.1. Pentru graful G conex, cu functia de cost c, exista un graf partial
H conex i de cost minim, care, in plus, este arbore.

Demonstratie. Daca G este arbore, atunci H=G deoarece orice muchie s-ar elimina,
proprietatea de conexitate s-ar pierde. Daca G nu este arbore, el contine un numar finit de
grafuri partiale care sa fie in plus si conexe, fie acestea G1,Gy,..., Gk. 1 alegem pe cel de cost
minim si il notam cu H.

Presupunem prin reducere la absurd ca H nu este arbore. Cum el este conex, rezulta
ca are cel putin un ciclu. Elimindm o muchie u apartinand unui ciclu, obtinem un graf partial
H, de asemenea conex si in plus c(H;) = ¢(H) - c(u), de unde rezulta ca c(H;), < c(H), ceea ce
este absurd. Urmeaza ca H este arbore.

Pentru rezolvarea acestei probleme, sunt cunoscuti mai multi algoritmi. Ne rezumam
numai la unul.

2.3.2.1. Algoritmul lui Kruskal

Acest algoritm a fost stabilit de Kruskal in anul 1956 si de cele mai multe ori
referirea la algoritm se face folosind numele autorului

Se porneste initial cu un graf partial al grafului G care nu contine nici o muchie, deci
contine n varfuri izolate. Se poate asadar considera ca sunt n arbori disjuncti Hy, Hp,..., H;j =
({1},9),i=1, ....,n. La pasul k (k=0, 1, ..., n-2) al algoritmului avem n-k arbori disjuncti, fie
acestia Hy, Hy, .., Hhx , Hi = (Xi,. Ej), astfel incat Viy V2 y ...u Vak = V si Vip Vj:®
v 1= j. Obtinem astfel prin unificarea a doi dintre arborii existenti, alesi intr-un anumit mod,
n-k-1 arbori disjuncti. Alegerea celor doi arbori ce vor fi unificati se face in felul urmator:
dintre toate muchiile nealese inca, se, selecteaza aceea de cost minim care are cele doua
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extremitdfi in doua mulfimi diferite V;j si V; (aceasta conditie se impune pentru ca addugarea
unei muchii sd nu provoace aparifia unui ciclu in graful partial de cost minim ce se
construieste din aproape in aproape). Prin adaugarea acestei muchii u, din arborii H; si H;, se
va forma un nou arbore H'=(V',T’), V'=V; y V;, T' =Tiy T; u {u}. Evident, dupa pasul n-2
obtinem un singur arbore.

Detalii de implementare pentru algoritmul lui Kruskal

Pentru graful conex dat se foloseste al treilea mod de reprezentare, iar pentru a sti in
fiecare moment care sunt varfurile ce apartin aceluiasi subarbore partial H;j, se asociaza
tuturor varfurilor lui H, aceeasi valoare; evident pentru subarbori partiali distincti varfurile
acestora vor avea asociate valori distincte. Folosim pentru acest scop vectorul L cu n
componente.

struct Muchie

{
int a,b;
float cl;
h
Muchie u[50];
Int L[30] ;
Etapele algoritmului lui Kruskal sunt:
Pas 1. L[i]=i, i =1,2, ..., n. Initial fiecare varf face parte, singur, dintr-un subarbore,
Hi={1},2 ).

Pas 2. Se ordoneaza vectorul u crescétor dupa costul ¢ al muchiilor.
Pas 3. ct=0; {costul total};

k=0, {numarul total de muchii alese};

i=1; { indice pentru vectorul ce contine muchiile};
Pas 4. Pentru a alege cele n-1 muchii ale arborelui partial de cost minim Se parcurg
elementele vectorului u astfel:
Fie v=[uli].a, u[i].b] muchia ce urmeaza sa fie analizata. Initial i, este 1. Daca in vectorul L
in extremitdtile acestei muchii, avem valori egale, rezultd ca ele apartin deja aceluiasi,
subarbore, deci alegerea ei ar provoca aparitia unui ciclu. Prin urmare, aceastd muchie nu
este, aleasa. Daca, din contra, In extremitatile, ei vectorul L are valori diferite, Inseamna ca
ele fac parte din doi subarbori diferiti, fie acestia Hy=(V,,Ea) si Hp=(Vp,Ep), care pot fi
unificati, operatie care presupune cd in toate varfurile apartindnd celor doi subarbori sa
facem sa apard aceeasi valoare, provenitd din, primul sau din al doilea subarbore. Se obtine
subarborele Hc=(Vau Vb, Eau Eby {v}). Acest pas se repeta panad am reusit sa, alegem cele
n-1 muchii ale arborelui partial de cost minim.

Scriem intr-o forma condensata pasul 4:

Pas 4. atata timp cat k < n - 1 executa
daca L[ufi] x]#L[u[i].y] atunci k:=k+1 {alege muchia i;}

ct:=ct+u[i].c
w:=L[u[i].x] {urmeaza unificarea celor doi
subarbori;}

v:=L[u[i].y]

pentru j:=1, n executa
daca L[j]=v atunci L[j]: =w;
i=i+1;
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Pas 5. scrie ct.

Pentru graful din figura 2.3.2.1. initial avem:

up Uz V] Ug Us Us U7 Us Up Up U1z

u=([2,3], [1,7], [6,2], [2,7], [6,5], [2,3], [5.4], [1.2], [3:4], [3.3], [7.6])

Dupa ordonarea elementelor vectorului, in ordinea crescatoare a lui ¢, avem:
u=( [54], [34] [35], [1.2], [25], [2,3], [6,5], [2,6], [2,3], [1,7], [7,6])
c=( 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3 3, 3 A4 5)

Se initializeaza L cu (1, 2, 3,4, 5, 6, 7).

Tn acest moment avem H;=({i},2 ), pentrui=1, ..., 7.

Se alege muchia [5, 4], L devine: (1, 2, 3,5, 5, 6, 7).

Au fost unificati subarborii Hs si Hs, obtinandu-se subarborele H5= ({4,5}, {[5,4]}).
Ceilalti subarbori Hj cu ie {1,2,3,6,7}, raiman neschimbati.

Se alege muchia [3,4] si L devine: (1,2,3,3,3,6,7).

Obtinem H3=({3,4,5},[3,4].[5,4]), iar Hi=({i}, ), pentru ie {1,2,6,7}.

In, acest moment urmeaza la rand muchia [3,5] care nu poate fi luatd deoarece avem
L[3] = L[5] (véarfurile 3 si 5 apartin deja aceluiasi subarbore H3) si alegerea ei ar provoca
aparitia unui ciclu.

Se merge mai departe si se alege muchia [1,2]. L devine: (1,1,3,3,3,6,7).

Obtinem H; =({1,2}, { [1,2]}). Apoi se alege [2,5] si L=(1, 1, 1, 1, 1,6,7). Tn acest
moment avem trei subarbori: H1=({1,2,3,4,5},{[1,2], [2,5].[3,4], [5,4]}) iar He Si H7 raman
neschimbati.

Muchia [2,3] nu poate fi luatd pentru ca ar crea un ciclu (varfurile 2 si 3 apartin deja
aceluiasi subarbore Hj;. Se aleg pe rand, muchiile [6,5] (obtinandu-se subarborele
Hi=({1,2,3,4,5,6}, {[1,2], [2,5], [3.,4], [5.,4], [6,5]})) si, in sfarsit, [2,7], L devenind:
(2,2,2,2,2,2,2), ceea ce corespunde arborelui partial de cost minim H=({1,2,3,4,5,6,7},
{[1,2], [2,5], [3.4], [5.4], [6,5], [2,7]}). Nu are importanta care subarbore se alege pentru a
transfera in varfurile celuilalt subarbore (in componentele corespunzatoare lor din vectorul
L) aceeasi valoare.

Programul C++ care determina APM folosind algoritmul lui Kruskal este urmatorul:

#include<iostream.h>
struct muchie
{
int x,y;
float cost;
}.

muchie u[20];
inti,j,m,n,k,L[20],ct,v,w,aux;

void citire()

{ cout<<"\n Dati numarul de noduri";
cin>>n;

cout<<"\n Dati numarul de muchii";
cin>>m;

for(i=1;i<=m;i++)

{ cout<<"\n Dati muchia "<<i<<endl;
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cin >>u[i].x;
cin >>ulil.y;

cout<<"\n dati costul muchiei "<<i<<endl;

cin>>uli].cost;

}
}
main()
{
citire();
int ml=m;
for (i=1;i<ml;i++)
for (j=i+1;j<=ml;j++)
if (u[i].cost>ulj].cost)

{
aux=u([i].cost;
u[i].cost=u[j].cost;
u[j].cost=aux;
}

cout<<endl;

for(i=1;i<=m;i++)
cout<<u[i].cost<<" ";
cout<<endl:

for (int t=1;t<=n;t++)

L[t]=t;

ct=0;
k=0;

i=1;

while (k<n-1)

{

i{f (LIu[i].x]'=L[uli].y1)

k++;

ct=ct+u[i].cost;
cout<<u[i].x<<" "<<u[i].y<<"
v=L[ulil.y];
w=L[ul[i].x];

for (j=1;j<=n;j++)
if (L[]==v) LO]=w;

i-z+;

}

cout<<"\n Costul total este " <<ct;

}
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2.3.3. Arbori binari de cautare optimali

O clasa foarte importantd de arbori cu radacina o constituie arborii binari.

Definitia 2.3.3.1. Un arbore binar este un arbore cu raddcina in care gradul
oricarui varf este cel mult egal cu doi.

Putem defini recursiv arborii binari astfel :

Definitia 2.3.3.2. Un arbore binar este un arbore care fie este vid, fie consta dintr-
un nod radacina si doi arbori binari disjuncti numifi subarborele stding, respectiv
subarborele drept.

(L)

Fig. 2.3.3.1.

A; = subarbore stang; A, = subarbore drept.

Se face o distinctie clara intre subarborele drept si cel stang. Daca subarborele stang
este nevid, radacina lui se numeste fiul stang al radacinii. Analog, daca subarborele drept
este nevid, radacina lui se numeate fiul drept al radacinii.

De exemplu,

Fig. 2.3.3.2.
sunt doi arbori binari distincti.

Fie a;<ay< ...<ap o multime statica de chei. Sa se construiasca un arbore binar de
cautare optimal. Deci, odatd arborele construit, nu se vor efectua operatii de inserare sau
stergere, ci numai operatii de cdutare. Pentru evaluarea optimalitatii unui arbore binar de
cautare se impune definirea unei functii cost pe multimea tuturor arborilor binari de cautare
cu cheile a;<a,<...an.

Notiam cu p; probabilitatea de a cauta valoarea a;. In cazul in care s-ar efectua numai
cautari cu succes, costul arborelui ar fi:

zn p, - (nivel (a,) +1)

i=1
deoarece pentru cdutarea valorii a; in arbore, numarul de comparatii necesare este egal cu
numarul de noduri de pe drumul de la radacind la nodul cu cheia a;, deci, in ipoteza ca
nivelurile sunt numerotate de la zero, este egal cu nivel (a;)+1.

Dar nu se executd numai cautari cu succes, de aceea trebuie sd includem in costul
arborelui si costul cdutdrilor fard succes. Sa partifionam multimea valorilor care nu sunt in
arbore in n clase, astfel:

Co={x | x <a;}

Ch={x | x> an}
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Ci ={x | a<x<au}, Vie{1,2,.,n-1}.
Notam cu q; probabilitatea ca valoarea cautata sa fie in clasa Cj, i€ {0,1,...,n}.

>p,+XxXq,=1
i=1 i=0
Costul cautarilor fara succes va fi:

n
> q, - nivel (nod _ extern ;)
i=0
deoarece orice cautare fara succes se termind pe un nod extern. Nodul extern i, 0 <i < n,
(considerand numerotarea de la stanga la dreapta) este nodul corespunzator clasei Ci.
Definitia 2.3.3.3. Numim arbore binar de cdutare optimal pentru mulfimea
ay<ap<...<a, un arbore binar de cautare de cost minim, care minimizeaza expresia
n n
p, - (nivel (a,)+1)+3X q, - nivel (nod _ extern )
=1 i=0

Exemplul 2.3.3.1. Fie a;=5, a,=10, a3=20. Arborii binari de cautare pentru aceasta
multime de valori sunt:

20 10 20 5 5
10 5¢ 20 5 10 20
5 10 20 10
a. h. C. d. e.
Fig. 2.3.3.3.

Daca vom considera p1=p,=ps=1/7 si qo=01=0,=q3=1/7, deci orice valoare este
cautata Tn arbore cu aceeasi probabilitate, obfinem:

cost(arbore a.) = 15/7

cost(arbore b.) = 13/7

cost(arbore c.) = 15/7

cost(arbore d.) = 15/7

cost(arbore e.) = 15/7
Asa cum era de asteptat, arborele binar de cdutare optimal este b.
Dar, pentru p;=0.5; p=0.1; p3=0.05 si qo=0.15; ¢:=0.1; 92=0.05; g3=0.05 obtinem :

cost(arbore a.) = 2.65

cost(arbore b.) =1.9

cost(arbore c.) = 2.05

cost(arbore d.) =1.5

cost(arboree.) = 1.6

Deci, arborele binar de cautare optimal este arborele d.

Pentru determinarea arborelui binar de cautare optimal pentru o mulfime data de
valori a;<a,;<...<a,, o prima solutiec ar fi sa generam toti arborii binari de cautare pentru
multimea de valori data, sa calculam costul fiecarui arbore si sa selectam arborele de cost
minim.

Dar numarul arborilor binari cu n varfuri date este :

4-n
B(n)=0[ 3/2J
n

ceea ce face ca aplicarea acestei metode sa nu fie posibild pentru valori mari ale lui n.
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Facand unele observatii referitoare la proprietagile arborilor binari de cautare
optimali, un algoritm mult mai eficient se bazeaza pe metoda programarii dinamice.
Se noteaza pentru orice V 1<i<j<n:

[ arborele binar  de cautare optimal pentru a. . ..a . ,daca i< j
‘ i+1 j
T, =4 arborele vid , daca i=j
t nedefinit ,daca i > j
[ costul arborelui T, i daca i< ]
|
Cijz{Odacaizj
|Lnedefinit , daca i > ]
[ radacina arborelui LI daca i < ]
ri,j=40daca i = ]
|Lnedefinit , daca i > ]
( j
|qi + ¥ (9, + p,) = ponderea arborelui Tiyj, daca i< j
| k=i+1
W, = {q,,daca i=j
:nedefinit ,dacai > j
L

Conform acestor notatii:
Ton este arborele binar de cautare optimal pentru ay, ... ,an;
Con este costul arborelui binar de cautare optimal Top;
lon este raddcina arborelui binar de cautare optimal pentru aj, ... ,an;
Won =1.
Fie T;, j este un arbore binar de cautare optimal pentru ajs1, ... ,8j si1; j= K (I <k <J).T;,
J are doi subarbori : subarborele sting, care contine cheile aj+1,...,ak-1, $i subarborele drept,

care contine cheile ay+1, ... ,a;.
5 D
Fig. 2.3.3.4.
Atunci:
Cij = pk +cost(S)+cost(D)+ pondere(S)+ pondere(D)

pondere(S) = pondere(Ti,k -1) = Wi,k -1
pondere(D) = pondere(Tk, j) = Wk, j

Pk + Wi,k -1+ Wk, j= Wi, j

Deci, cij=cost(S)+ cost(D) + wij.
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Din aceastd relatie deducem cd T j; este optimal dacd si numai dacd S s1 D sunt
optimali, deci S=T; k1 si D=T\ j (altfel inlocuind S sau D cu un arbore de cost mai mic, am
obtine un arbore pentru aj1, ... ,8; de cost mai mic decat ¢; j, in contradictie cu ipoteza ca T j
optimal).

Problema are prin urmare substructurda optimald pe care o caracterizam prin
urmatoarea relatie de recurenta :

Cij=Cik1+Cix+Ww; (*)

Cum T; ; este optimal, radacina sa r; =k trebuie sa fie selectatd astfel incat sa se
obtina un cost minim.

Vom folosi aceasta relatie pentru a obtine Ton, Th mod bottom-up, conform principiilor
programarii dinamice.

De exemplu, pentru n=4 si

0 1 2 3 4
a= | - S 10 15 20
p= |- 3/16 3/16 1/16 1/16
q= | 2/16 3/16 1/16 1/16 1/16
Utilizand relatia (*) calculam w; i, Ci i, Ii.j, pentru Vi,je{0,1,2,3,4}, i <j:
Woyo:2/16 lel:3/16 W2,2:1/16 W3,3:1/16 W414:l/16
Co,ozo C1,1:O 02,2:0 03,3:0 C4,4:0
r0,0:O r1,1:0 r2,2:0 r3,3:0 r4,4=0
W0,1:8/16 W1,2:7/16 W2,3:3/16 W3,4:3/16 ------------
C0,1:8/16 C1,2:7/16 C2,3:3/16 C3‘4:3/16 ------------
ro1=1 ry =2 ry3=3 r34=4 | -==m-mmmmmm-
W0'2:12/1 leg:9/16 W2 4=5 -==- --- ----
6 C15=12/16 | cp4=8
00'2:19/16 r1,3:2 r2,4:3 ---= --- ---=
ro2=1
W0,3:14/1 W1,4:11/1 ------------ - --- -—--
6 S (—
C03=25/16 | C14=19/16 | ------------ ---- --- ----
I’oy322 r1,4:2
L R e e Bt -—-= --- -
Y e ---- --- ----
r04=2 | -=—-=mmmmmmm | = ---- - -—--
Deci arborele binar de cdutare optimal este:
10
=) 1=
20
Fig. 2.3.3.5.

Algoritm de determinare a unui arbore binar de cautare optimal :
calcul(r, c,w, p, Q)
pentru i« 0, n-1 executa //inigializare

wli, i «q[i]

cli, i]«0

rfi, i]«0

wli, i+1] «-q[i]+q[i+1]+p[i+1]

cli, i+1] « w[i, i+1]
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rli, i+1] «i+1
sfarsit_pentru
c[n,n]«0 r[n,n]«0 w[n,n]«q[n]
pentru d« 2, n executa
pentru i« 0, n-d executa
jei+d
Wi, j]«=w[i, j-1]+p[]+q[i]
Ke— i+l
pentru t«i+2,j executa
daca c[i, k-1]+c[k, j] > c[i, t-1]+c[t, j] atunci ket
sfarsit_daca
sfarsit_pentru
r[i, j] «k
cli, jl«c[i, k-1]+c[k, j]
sfarsit_pentru
sfarsit_pentru
sfarsit_calcul

Observatia 2.3.3.1.  Construirea unui arbore binar de cautare optimal prin metoda
programdrii dinamice are complexitatea timp de O(n®).

Se poate imbunatati timpul de executie a algoritmului, utilizdnd un rezultat datorat lui
D. E. Knuth, conform caruia putem restrange domeniul in care se cautd valoarea ce
minimizeazi expresia lui C; j de la intervalul [i+1,j] la intervalul [ri j.1, it ]. Tn acest caz
procedura de calcul va fi O(n%).

2.4. Aplicatii

Aplicatia 2.4.1. Tntr-o sectie a unei intreprinderi, se aplicd asupra unui produs
anumite operatii de prelucrare. Prelucrarile ce se pot face, tehnologiile posibile de ordonare a
lor si costurile unitare asociate fiecarei prelucrari sunt date intr-un model-graf ponderat cu
reprezentarea geometrica data prin figura 2.4.1.

Fig. 2.4.1

Sa se determine tehnologia corespunzatoare celui mai scazut cost unitar total.
Rezolvare. Sensul economic al elementelor grafului dat impune ca acesta sa nu aiba
circuite, ceea ce verificam cu ajutorul matricei drumurilor.
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Tabelul 2.4.1 contine matricea arcelor grafului dat, cu ajutorul céreia s-a calculat
matricea drumurilor, din tabelul 2.4.2

Tabelul 2.4.1 Tabelul 2.4.2

Xy Xo X3 Xa X5 X¢ X7 Xg X1 Xo X3 Xa X5 Xg¢ X7 Xg

x| 0 1 1 1 0 1 0 0 x|]0 1 1 1 1 1 1 1

X2 {0 0 0O 1 1 0 0 O |0 0 1 1 1 1 1 1

xs[ 0 0 O O 0 0 1 0 x| 0 0 0O O 0 0 1 1
w|xxl0 o 0o o 1 1 0 O0|®»|x|0 o o 0 1 1 1 1
xs| 0 0 O 0 0 1 1 1 xs| 0 0 1 0 0 1 1 1

Xs| O 0 1 0 0 0 1 0 x| 0 0 1 0 0 0 1 1
x>0 0 O O 0 0 0 1 x>0 0 O O 0 0 0 1

x| 0 0 0O O 0O O 0 O x| 0 0 0 O O O 0 O

Trebuie determinat drumul de valoare minima de, la x; (care evident reprezinta
starea initiala a produsului) la xg (care reprezinta starea finala).

Aplicam algoritmul Bellman-Kalaba. Matricea valorilor, Tmpreund cu liniile
suplimentare, se gasesc in tabelul 2.4.3.

Tabelul 2.4.3.

X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg

X1 0 2 6 3 0 4 © 0
X2 0 0 0 3 2 © © 0
X3 o 0 0 0 0 © 3 0
(W) X4 o 0 o 0 o 2 5 ©
X5 © el o0 0 0 5 6 7
Xs 0 o0 2 e e 0 6 o0
X7 o0 0 0 0 0 o0 0 2
Xg 0 o0 o0 o0 o0 0 o0 0
w 0 o0 o0 o0 7 0 2 0
(82 ) 0 9 5 9 7 8 2 0
l(; ) 11 9 5 9 7 7 2 0
II(; ) 11 9 5 9 7 7 2 0

Din cercetarea acestui tabel, se observa ca tehnologia de la x; la Xg, cu cost minim,
corespunde costului 11. Cautdm arcele care formeaza drumul de valoare minima, adunand
intéi linia x; la m )’ si cautand sumele de valoare minima, adica 11, avem: 2 +9=6+5=4
+ 7; deci sunt trei variante, anume drumul incepe fie cu arcul (X1, X2), fie cu arcul (xy, X3), fie
cu arcul (X1, Xg). Urmarim prima variantd, adunand linia X, la mjg, si cautand sumele de
valoare 9, avem 2 + 7 = 9, deci al doilea arc din prima varianta este (X2, Xs) si raimane de la xs
la Xg, un drum de lungime minima 7, care este tocmai arcul (xs, Xg). Drumul Tn prima
varianta, format din 3 arce, este: (X1, X2, X5, Xg). Analog proceddm in celelalte doua variante
si obtinem drumurile: (X1, X3, X7, Xg) si (X1, X3, X3, X7, Xg). Geometric, cele trei drumuri optime
gasite, formeaza graful partial din figura 2.4.2
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Fig. 2.4.2

Aplicatia 2.4.2. Pentru aprovizionarea cabanelor dintr-un complex turistic alpin, se

graf prin muchii sau, respective arce, considerand cd muchia contine doud arce de sens
contrar. Se cunosc distantele pe fiecare portiune a diverselor trasee. Stiind cad aprovizionarea
se poate face din centrele x; si x», Sa se gaseasca cele mai scurte trasee ce trebuiesc parcurse
de la aceste centre la toate cabanele complexului, modelul graf fiind cel din figura 2.4.3

X2 6 » X5
5 1 x\ 2
3 X Ye Xg
X1 3 4] 3
4 5 6
X4 6 ;7
Fig.2.4.3

Rezolvare. Graful mixt poate fi transformat in graf orientat, inlocuind fiecare muchie

prin doud arce de sens contrar si de aceeasi valoare, ceea ce conduce la graful orientat din
figura 2.4.4.

X2 6 N X3
5 5 4 1 2
3 Xg
X 3 Xg
X1 6
2 5 6
4
X4 6 :Xg
Fig. 2.4.4

Aplicam algoritmul lui Dantzig, pentru atlarea tuturor rutelor minimale. Pornim cu
matricea valorilor W, din tabelul 2.4.4.
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Tabelul 2.4.4.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
X1 0 5 0 4 0 o0 0 ©
X2 5 0 2 o0 6 o0 00 o0
X3 3 o0 0 0 o0 3 o0 0
X4 0 o0 2 0 o0 5 6 0
Xs 0 0 4 0 0 1 0 o
Xs 0 o0 3 5 o0 0 4 0
X7 0 0 0 o0 00 o0 0 6
Xg 0 0 oo oo 0 3 6 0

Deducem recursiv matricele M®, k = 2, 3, ..., 8, ce se gisesc in tabelele 2.4.5 -

2.4.11. Ultimul dintre aceste tabele contine matricea M cautata.
Tabelul 2.4.5. Tabelul 2.4.6. Tabelul 2.4.7.
X1 X2 X1 X2 X3 X1 X2 X3 X4
MO x; [ 0 5 MY x| 0 5 [ 7 [MYP]x 5 6 | 4
X2 5 0 X2 5 0 2 X2 5 0 2 9
X3 3 8 0 X3 3 8 0 7
X4 5 10 2 0
Tabelul 2.4.8. Tabelul 2.4.9.
X1 X2 X3 X4 Xsg X1 X2 X3 X4 Xsg X6
X1 0 5 6 4 11 X1 0 5 6 4 11 9
M|l x, | 5 0 2 9|6 M| x| 5 0 2 9 6|5
X3 3 8 0 7 4 X3 3 8 0 8 14 3
X4 5 10 2 0 16 X4 5 10 2 0 16 5
X5 7 12 4 11 0 X5 7 12 4 6 0 1
X 6 11 3 5 17 0
Tabelul 2.4.10. Tabelul 2.4.11
X1 X2 Xz X4 X5 Xg X7 X1 Xo X3 X4 X5 X X7 Xg
xx|0 5 6 4 11 9 |10 x| 0 5 6 4 11 9 10|12
X5 0 2 9 6 5|9 x5 0 2 9 6 5 9|8
M I'x313 8 0 7 14 3|7 |M|{x3|3 8 0 7 14 3 7|13
X4/ 5 10 2 0 16 5| 6 X4 5 10 2 0 16 5 6 |12
xs| 7 12 4 6 0 1|5 xs| 7 12 4 6 0 1 5|2
Xe | 6 12 3 5 17 0| 4 X¢ | 6 11 3 5 17 0 4 |10
X7 |0 o o o w o0 X715 20 12 14 26 0O 9 | 6
xs| 9 14 6 8 20 3 6|0

Drumurile de valori minime, care pleaca din centrul x;, sunt:

d(X1, X2)=(X1, X2) , CU M12=5;

d(X1, X3)=(X1, X4, X3) , CU M13=6;

d(X1, Xa)=(X1, Xa) , CU My4=4;

d(X1, X5)=(X1, X2, Xs) , CU My5=11;
d(X1, X6)=(X1, X4, Xg) , CU M16=9;

d(X]_, X7)=(X1, X4, X7) , CU m17=10;
d(X1, Xg)=(X1, X2, X5, Xg) , CU M1g=13;
Drumurile de valori minime, care pleacd din centrul x4, sunt:
d(Xa, X1)=(X4, X4, X1) , CU My1=5;
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d(Xa4, X2)=(Xa, X3, X1, X2) , CU M42=10;
d(Xa, X3)=(Xa, X3) , CU My3=2;

d(X4, X5)=(Xa4, X3, X1, X2, X5) , CU My5=16;
d(Xa, Xg)=(Xa, Xs) , CU Myge=5;

d(Xa, X7)=(X4, X7) , CU M47=6;

d(Xa, Xg)=(Xa, X7, Xg) , CU Myg=12;
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CAPITOLUL 3

DRUMURI HAMILTONIENE IN GRAFURI

3.1. Transport pe drumuri hamiltoniene

Adesea, transportul unor produse trebuie organizat cu ajutorul unei retele do transport
cunoscute (un graf), astfel incat sd se treacd prin toate punctele importante luate in
consideratie (prin toate varfurile, grafului), netrecand de, doud sau mai multe ori prin
niciunul dintre acestea. De exemplu, putem fi pusi in fata necesitatii de a organiza
aprovizionarea unor magazine, (cantine; puncte de lucru ale unei intreprinderi etc,) cu
ajutorul unui singur camion, care sa treaca succesiv, pe la fiecare dintre acestea, folosind o
retea de comunicatii cunoscute. In plus daci o astfel de organizare poate fi facuti in mai
multe feluri se poate pune problema gasirii unei solutii care sa fie cat mai convenabilad
(optimad) din punct de vedere, al cheltuielilor facute, al timpului consumat etc.

Definitia 3.1.1. a)Fie G = (V,E) un graf. Un lant, elementar, ciclu elementar, drum
elementar sau circuit elementar in graful G ce confine toate nodurile lui G se numeste
hamiltonian.

b) Un graf neorientat se numeste hamiltonian daca are (cel putin) un ciclu
hamiltonian.

¢) Un graf orientat se numeste hamiltonian daca are (cel putin) un circuit
hamiltonian.

In problema dati ca exemplu, mai sus, se poate cere drumul cu care si se
aprovizioneze punctele respective, farad a considera drumurile camionului de la si la garaj
(caz n care problema este de determinare a unui drum hamiltonian prescurtat DH), sau se
poate lua in considerare si intoarcerea camionului in punctul de plecare (caz in care problema
este de determinare a unui circuit hamiltonian, prescurtat CH). In plus, dacd se iau in
considerare si costurile de transport, suntem condusi la problema determinarii unui drum
hamiltonian de valoare minimad prescurtat DHM, respectiv la problema determindrii unui
circuit hamiltonian de valoare minima - prescurtat CHM. In sfarsit, daca graful folosit este
neorientat, denumirilor i notatiilor de mai sus le corespund urmatoarele: lant hamiltonian
(LH), ciclu hamiltonian (CH), lant hamiltonian de valoare minima (LHM), ciclu hamiltonian
de valoare minima (CHM).

Vom 1incepe, studiul sistematic al unora dintre problemele puse, cu problema
determindrii drumului hamiltonian (drumurilor hamiltoniene), Intr-un graf orientat si
neponderat. Determinarea acestor drumuri hamiltoniene se face n mod diferentiat, in grafuri
fara circuite si In grafuri cu circuite.

a) Problema drumurilor hamiltoniene in grafuri fard circuite.

In constructia matricei drumurilor triangularizate, D', am putut observa ci primul
element diferit de zero din fiecare linie, ca si ultimul element diferit de zero din fiecare
coloana corespund in graful dat, G = (V, E).

Teorema 3.1.1.(Y. Chen). Fie G = (V, E) un graf orientat si fara circuite, cu n
varfuri. Conditia necesara si suficientd pentru ca G sd contind un drum Hamiltonian este ca
numarul elementelor egale cu unu din matricea D, sa fie:
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" n(n-1)
> op(x)=——"".

i=1

Demonstratie. Presupunem ca existd un drum hamiltonian: DH=(x, . x, ... x, )

.. 1 2..n
corespunzand permutarii: [ o ]

I1 I2 . In
Deoarece graful nu are circuite, rezulta ca x;; atinge (n-1) varfuri, deci pe linia lui Xj;, In
matricea D sunt (n - 1) elemente egale cu unu. Varful X, atinge (n-2) varfuri, deci linia
corespunzatoare lui din D are (n-2) elemente egale cu unu s.a.m.d., pentru fiecare varf, al
drumului hamiltonian numarul de elemente egale cu unu scade cu cate o unitate, pana la
varful xi,, care este ultimul varf al drumului hamiltonian, deci are puterea de atingere zero (in
caz contrar, graful nu ar corespunde ipotezei de a nu avea circuite). Deci numarul total de
elemente egale cu unu in matricea D este suma unei progresii aritmetice cu ratia unu, adica:

n(n-1
(n-1)+(n-2)+, ..., +2+1=20 "1
2
Reciproc, presupunem cd suma cifrelor de unu din D, sau suma puterilor de atingere,
n(n-1 . o . . - n < A . ’ s !
¥. Consideram forma triangularizata, D', in care notam varfurile x1’, x2°,..., Xn',
2

deduse prin permutarea elementelor X;, X2, ..., X, in ordinea descrescatoare a puterilor de
atingere. In D' toate elementele egale cu unu se afla deasupra diagonalei principale si cum

deasupra diagonalei principale sunt n(

este

n-1) A o o - - coe <
—— locuri, Inseamna ca nici o cifrd zero nu se afla
2

deasupra diagonalei principale. Putem scrie o succesiune de arce, corespunzand primului

element diferit de zero din fiecare linie: (x,,x,), (x,.x,), ..., (x,,.x ), succesiune care

3/
formeaza un drum hamiltonian DH = (x|, x ,, .. x . ).

Teorema 3.1.2. Intr-un graf G =(V, E), orientat si fara circuite, daca existd un drum
hamiltonian, acesta este unic.

Demonstratie. Fie DH=(x,,x,,.. x,), unde varfurile se succed in ordinea
descrescdtoare a puterilor de atingere. Orice alta succesiune a varfurilor contine cel putin o
inversare a indicilor. Presupunem prin absurd cd ar exista cel putin un arc de forma (x,.x ;)

cu j <1, adica linia x’j; precede linia X'; in D', astfel ca d'ji =1, deci situat deasupra diagonalei
principale in D'. Deducem de aici existenta unui drum d(x’j, Xx’j). Cum insa succesiunea de
sus contine, drumul(x’j, X’j,), rezulta ca graful are circuit, contrar ipotezei. Deci presupunerea
ca 1n graf drumul hamiltonian nu este unic, este falsa.

Exemplul 3.1.1. Prelucrarea unui obiect artizanal poate trece prin sase faze distincte,
notate Tntr-un model de graf prin xi(i =1, 2, ..., 6), iar posibilitatile de trecere de la o faza la
alta sunt reprezentate prin arce (vezi figura 3.1.1.). Este posibil ca obiectul sd treaca prin
toate fazele de prelucrare? Dacd acest lucru este posibil, sa se indice tehnologia
corespunzatoare.

Rezolvare. Matricea arcelor grafului dat este cea din tabelul 3.1.1 Cu ajutorul ei s-a
calculat matricea drumurilor, din tabelul 3.1.2, Deoarece aceasta din urma are numai zerouri
pe diagonala principala, graful dat nu are circuite.
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X, X3
X]_ Xg
X4 X5
Fig.3.1.1
Tabelul 3.1.1. Tabelul 3.1.2.
X1 Xo X3 Xa X5 Xg X1 Xo X3 X4 X5 X | p(Xj)
X1 | O 1 0 0 0 O X1 | O 1 1 0 0 0 2
X2 | O 0 1 0 0 O X2 | O 0 1 0 0 0 1
Alxs| 0 0 0 0 0 O0|O)|x3s| 0 0 0 0 0 0] 0
Xs | 1 1 0 0 1 0 Xs | 1 1 1 0 1 1 5
Xs | O 1 1 0 0 1 Xs | 1 1 1 0 0 1 4
Xe | 1 0 1 0 0 O Xe | 1 1 1 0 0 0 3
> p(x;) =15
Calculam nin-1) 858 _ 15 = Y p(x,)ceea ce se observd direct, in tabelul 3.1.2.
2 2 i=1
Deci graful dat are un drum hamiltonian, anume:
DH=(X4, Xs, X6, X1, X2, X3)
Tabelul 3.1.3.

X1 X2 X3 Xa X5 Xs | P(Xi)

X1 | O 1 1 1 1 1 2

Xo | O 0 1 1 1 1 1

D) | xs| 0 0 0 1 1 1 0

Xs | O 0 0 0 1 1 5

xs | O 0 0 0 0 1 4

Xe | O 0 0 0 0 0 3

Succesiunea respectivad corespunde la tehnologia cdutata.

Observatia 3.1.1. Forma triangularizatd a matricei drumurilor este reprezentatd in
tabelul 3.1.3.

b) Problema drumurilor hamiltoniene in grafuri oarecare (cu circuite)

In grafuri oarecare se pot determina drumurile hamiltoniene pe mai multe cai. in cele
ce urmeaza prezentam doi algoritmi uzuali.
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3.2. Algoritmi pentru determinarea drumurilor
hamiltoniene

3.2.1. Algoritmul ce foloseste graful condensat

Algoritmul pleaca de la o serie de observatii evidente, in legatura cu graful
condensat G* si anume:

Observatia 3.2.1.1. Daca intr-un graf G exista cel putin un drum hamiltonian atunci si
graful sau condensat G*, contine un astfel de drum. Drumul hamiltonian din G trebuie sa
parcurga, succesiv, toate varfurile oricarei componente tare conexe, iar de la o componenta la
alta ordinea este dictata de ordinea componentelor in drumul hamiltonian din G*.

Observatia 3.2.1.2. Daca graful condensat G* nu contine nici un drum hamiltonian
atunci nici graful G nu contine nici un drum hamiltonian. Aceastd observatie este negatia
logica a propozitiei precedente.

Observatia 3.2.1.3. Daca graful condensat G* contine un drum hamiltonian nu
rezultd ci si graful G contine drum hamiltonian in mod necesar. In functie de legiturile
directe (arcele din G) intre componentele tare conexe, graful G poate sa aiba sau poate sa nu
contina drum hamiltonian.

Algoritmul de deducere a drumurilor hamiltoniene din G, prin reducerea la drumul
hamiltonian din G*, cere parcurgerea urmatoarelor etape:

Pas. 1. Gasirea tuturor componentelor tare conexe. Fie mulfimea lor: V¥ ={C,, Cy,

.., C}.

Pas. 2. Determinarea matricei arcelor A* pentru G* si matricei drumurilor D*.

Pas.3. Cercetarea existentei DH* in G*, pe baza teoremei Chen, verificand egalitatea:
S p(c,) - kk=1)

- 2

Pas. 4. Daca G* nu contine un drum hamiltonian, atunci nici graful G nu contine un
drum hamiltonian .

Daca G* contine un drum hamiltonian fie DH* =(c ,c,,., c,) ;determindm
drumurile hamiltoniene din fiecare componenta tare conexa si le legdm prin arcele care leaga
componentele succesive in toate modurile posibile. Cum am mai afirmat, in G poate sa existe
sau poate sd nu existe drum hamiltonian, in functie de aceste legaturi.

Exemplul 3.2.1.1. La un santier hidroenergetic, trebuie livrate materiale de constructii in
cinci puncte de lucru. Aceste puncte de lucru au fost legate prin niste cdi de acces, croite

basculantele pot trece pe la toate punctele de lucru sa descarce materialele necesare.

X2
X1

Xy

X5
X3
Fig. 3.2.1.1.
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Rezolvare. Graful are circuite. Sa aplicam algoritmul bazat pe construirea grafului
condensat. In tabelul 3.2.1.1. sunt efectuate calculele pentru determinarea componentelor
tare conexe.

Tabelul 3.2.1.1.
X1 X2 X3 X4 X5 W’1 W’

X1 0 0 0 1 1 1 i

X2 0 0 1 1 0 0 1

X3 0 0 0 0 0 0 0
(A): X4 0 1 1 0 0 0 1

Xs5 1 0 0 0 0 1 i

W1 1 1 1 1 1

W, | T 1 1 1 i

Avem:

Cj_:C(xl):(W]_ UW’]_)U{X]_}:{X]_, X5},
C2:C(x2):(W2 F\W’z)U{Xz}:{Xz, X4},

C3:C(X3) :{X3}.

Deci G* = (V*, E*), unde V* = {Cy, C,, C3 }.
Cu ajutorul matricelor intermediare din tabelele 3.2.1.2 si 3.2.1.3, determindm
matricea A* din tabelul 3.2.1.4. Avem deci: E ={(C;1,C,), (C,, C3)}.

Tabelul 3.2.1.2 Tabelul 3.2.1.3 Tabelul 3.2.1.4
G C G C, C G G, C G
X1 1 1 0 Ci | 1 1 0 Ci| O 1 0
Al x| 0 1 1 |s*|C|J]O0 1 1 |A)Y|C|lO0o 0 1
x3 | O 0 0 C; | O 0 0 Cs| O 0 0
X4 0 1 1
X5 1 0 0
Construim matricea drumurilor in G*, cu algoritmul Chen, ca in tabelul 3.2.1.5.
Tabelul 3.2.1.5.
Cy C, Cs; | P(Cy)
Cy 0 1 1 2
(D) | C, 0 0 1 1
Cs 0 0 0 0
° 3e2

i=1

Z p(C,)=2+1+0=3=

2

(graful condensat are n*=3 varfuri), in graful condensat existd drumul hamiltonian ce

urmeaza:

DH* = (Cl, Cz, C3).
Grafic, avem descompunerea grafului dat, ca in figura 3.2.1.2.
Tinand seama si de arcele ce leagd componentele consecutive din DH*, reprezentate

in figura 3.2.1.3. rezulta ca exista si in graful initial,un drum hamiltonian, anume:
DH = (X2, X1, X4, X2, X3).
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X1 X2

X5

C. C, Cs
Fig.3.2.1.2.

Acesta este drumul pe care urmeaza sa il faca basculantele, pentru a trece pe la toate
punctele.

3.2.2. Algoritmul lui Kaufmann (produs latin)

Fie un graf oarecare G = (V, E). Construim matricele latine M® |, M@, .. M®D,
matrice patrate de ordinul n, daca graful are n noduri (varfuri).

Matricea M® se construieste astfel:

- daca (xj, Xj) € E, atunci punem secventa x; X;j in casuta (i, j) a matricei MO,

- daca (xj, Xj)¢ E, atunci punem 0 sau & in casuta (i, j) a matricei.

Formim m @ din MY, prin stergerea primului varf al secventei x; X; din orice casuta
(i, j). Rezultd ci matricea m “ contine varfurile care pot fi atinse prin arce de la fiecare varf
al grafului.

Succesiv, construim matricele: M@, M®, ) M®™D, care vor da drumurile
elementare intre orice doud varfuri, formate din 2, 3, ..., respectiv (n-1) arce, asadar matricea
MO va contine toate drumurile hamiltoniene. In general, definim:

MO=MED | v @ k=23, ..., n-1,
semnul L reprezentand ,,produsul latin", ce se efectueaza in modul urmator:

- in casuta (i, j) a matricei M® se trece , produsul latin" al liniei i din matricea M®,
prin coloana j din matricea M®,

- daca la inmultirea liniei i a lui M(k'l), cu coloana j alui M , urmeazi sa inmultim
secventa (Xj, X, ..., Xs) CU varful x; scriem in casuta (i, j) a lui M(k), secventa (Xi, X, ..., Xs, Xj)
numai dacd in aceasta secventa nu se repeta nici un varf, in caz contrar renuntand la ea; daca
asemenea situatie apare de mai multe ori, pentru aceeasi casutd (i, j) scriem in ea toate
rezultatele de acest fel, unul sub altul,

- dacd la inmultirea liniei i din M&?, cu coloana j din m © obtinem numai secvente
completate ca mai sus, in care se repeta cel putin un varf, sau de fiecare data unul dintre
,factori" este nul, in casuta (i, j) scriem 0 sau .

Vom face o justificare intuitiva a algoritmului, pe baza unui exemplu, folosind graful
din, figura 3.2.2.1. Matricea M® ce contine posibilitatile de a ajunge cu un singur arc, intre
oricare doud varfuri ale grafului, este cea din tabelul 3.2.2.1. S& observam ca in fiecare
casuta (i,j), a acestei matrice, se gaseste sau secventa X; Xj (daca, graful contine arc de la x; la
Xj), sau & (in caz contrar). Astfel trecerea gresitd a unei secvente in alta casutd decat cea
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corespunzatoare ei S-ar observa imediat. De exemplu, daca secventa x| X, nu ar fi fost trecuta
in casuta (1, 2), de pe linia, lui X3 i coloana x; tabelul ar fi continut o greseala.

X2
X3
X1
X4
X5
Fig. 3.2.2.1.
Tabelul 3.2.2.1.
X1 X2 X3 X4 X5
X1 %) X1X2 (%) (%) X1X5
M@ X % % XoX3 % %
X3 X3X1 (%) %) X3X4 %)
X4 %) X4X2 (%) (%) X4Xs
X5 X5X1 %) X5X3 %) %)

Atentie! In casuta (i, j), a matricei M™ sunt trecute toate (drumurile de la x; la x;, de
cate un singur arc.

Matricea M este cea din tabelul 3.2.2.2, ea fiind obtinutd din M prin suprimarea
primului varf, de la fiecare secventa de varfuri si aici observam ca in orice casuta de pe
coloana x; nu poate fi decat 0 sau varful x;: in casuta de ordin j a coloanei, se gaseste x;, daca
graful contine arcul (x; X;j) s1 0 in caz contrar. Inseamna ¢ matricea M © contine eventualele
prelungiri de drumuri cu cate un arc, primul varf al arcului fiind suprimat pentru a nu se
repeta in secventa (drumul) urmatoare.

Tabelul 3.2.2.2
X1 X2 X3 X4 X5
X1 %, X2 % % X5
M @ X2 %) %) X3 %) %)
X3 X1 (%) %) Xy %)
X4 %, X2 % %) X5
X5 X1 % X3 %) %)
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Tabelul 3.2.2.3.

X1 X2 X3 X4 X5
X1 %) %) X1X2X3 (%] X5
X1X5X3
M@ X2 XoX3Xy %) & XoX3X4 &
X3 X1 X3X1X2 %) & X3X1X5
X3XgX2 X3X4Xs
Xa X4X5X1 ) X4X2X3 %) &
X4X5X3
X5 X5X3X1 | X5X1X2 %) X5X3X4 %)

Produsul latin M@=M®L m “este realizat in tabelul 3.2.2.3. Si observam ci in
casuta (i, j), a acestui tabel, se gasesc secvente de cate trei varfuri diferite, fiecare
reprezentand cte un drum elementar de doua arce, de la varful x;, la varful x;. Tn continuare,
cateva exemple de calcul, pentru aceste drumuri. Astfel, inmultind latin linia x3, din M®, cu

coloana x;, din m ® avem:

X1
X1 %) %] cu & - %)
X1 X2 X3 X4 X5 X2 @ | XXz Cu %) - %)
Xt | @ XXe @ @ XXs | Xs | X | @ Cu x> @
X4 %) %) Cu %) - %)
X5 X1 XiXs Cu X1 - X1Xs
X1

A aparut o singura secventd de trei varfuri, la care renuntdm, deoarece se repetd
varful xy; aceasta secventa reprezinta de fapt un circuit ce trece prin varful x;. Ca urmare, in
casuta (1, 1) din matricea M® a aparut .

fnmultind latin linia x4, din M®, cu coloana x5 din M ©, avem:

X1
X1 %) (%) Cu %) —> %)
X1 X2 X3 X4 Xs X2 & | XXz Cu X3 - X1X2
X3

Xt | @ XXe @ @ XXs| Xs | X% | @ Cu @ 5> @
X4 %) g Cu g > g
Xs X3 | XiXs  Cu X3 - X1Xs

X3

Deoarece au aparut doud secvente, de cate trei varfuri distincte, in casuta (1, 3) a
matricei M® au fost trecute amandou. Ele reprezinta cele doua drumuri posibile, de cate
dous arce, de la x; la xs. Cititorul este rugat sa le observe si pe graful din figura 3.2.2.1. In
plus, din modul cum au aparut ele, se poate observa cum functioneaza inmultirea latina:

- secventa x1Xp se prelungeste cu varful x3 , adicd drumul de un arc (x1, X2) Se
continui cu arcul (xp, X3), suprimarea lui x, in m ® fiind necesard pentru ca el si nu se
repete 1n secventa x1XoX3,

- secventa X1Xs se prelungeste, de asemenea, cu varful x3 (pe coloana x3 din m ® nu
poate fi decét x3), ducand la drumul de doua arce (X1, Xs, X3).
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Din cele de mai sus, rezultd ci matricea M@ contine toate drumurile elementare de
cate doua arce, intre oricare doud, varfuri ale grafului. In mod, analog, matricea

M®=M@LnM @ din tabelul 3.2.2.4, contine drumurile elementare de cite trei arce din graful
dat. Prezentam trei exemple de calcul. Produsul latin intre linia x; din M® si coloana x4 din

M “se face astfel:

X4
X1 %) (%] Cu %) - (%)
X1 X2 X3 Xa Xs X2 & %) Cu & - o
X1 %) s XX O %, X | Xa | XXz Cu  Xa o XiXoXg
X3 X3 X4
X1Xs X1Xs5 X1X5X3
X3 X3 X4
X4 (%) %) Cu —> %)
X5 %) X1 X5 Cu > — %
Tabelul 3.2.2.4.
X1 X2 X3 X4 X5
X1 %) %) < X1X2X3X4 %,
X1X5X3X4

M®: X2 % %) %) @ X1X2X3X4

X1X5X3X4

X3 | X3X4Xs5X1 %) % %) %)

X4 | XaXoX3Xy | XaXsX1Xo %] %) %

X4X5X3X1
Xsg %) X5X3X1X2 X5X1X2X3 %) (%)
X5X3X4X2

Dupd cum se vede, daca intr-o casuta

sunt doud secvente, ele se pot prelun%i)
2

separat daca nu se va repeta nici un varf de fiecare data, Produsul latin dintre linia x, din M
si coloana x5 din M @ se face astfel:

X2

X1

X1 X2 X3 X4 Xsg X2

XoX3 > %) X2X3 @ X3
X1 X4

X4

X5

Xs

Xs X2X3
X4

% %)

%) %

X3 X2X3
Xq

%) %

Cu

Cu
Cu

Cu

Cu

X5 -
%) -
%) -
X5 -
1%) —>

XoX3X1
Xs

XoX3Xy4
Xs
%,

Au aparut astfel doud secvente de cate patru varfuri distincte, deci ambele se vor trece in
casuta (2, 5) din matricea M@
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X4

X1 %) (%] Cu %) - %)
X1 X2 X3 X4 X5 X2 & | xsx¢  Cu & - &
X2
X3X4
X2
X3 I XX g D X1 | Xs X1 @ Cu x1 - o
X1 Xs
X3X4 X3X4
X2 Xs
Xa %) %) Cu %) —> %
X5 X1 XsX;  Cu X1 - X3X1Xs
Xs X1
X3X4 X3X4Xsg
Xs X1

Dintre cele doua secvente aparute, s-a pastrat numai cea de a doua, in prima fiind
repetat varful x; (drumul corespunzitor nu este elementar). Secventa pastrata a fost trecuta in
casuta (3, 1) din M®,

Tabelul 3.2.2.5 contine matricca M®P=M®L ™ ®, in care se afli drumurile
elementare de cate patru arce, deci drumurile hamiltoniene din graful dat. Este evident ca
orice incercare de prelungire a acestor drumuri conduce numai la drumuri neelementare (se
repeta de fiecare data cel putin varf): deci la o matrice nula.

Tabelul 3.2.2.5.
X1 X2 X3 X4 X5
X1 %) X1X5X3X4X2 % & X1X2X3X4Xs5
M®: X2 X2X3XaX5X1 % % % 2
X3 & X3X4X5X2X1 % %) %)
Xq o XgX5X3X1X2 XgX5X1X2X3 %) XgX2X3X1X5
Xs %) o % X5X1X2X3X4 %,

Ca urmare a calculelor efectuate mai sus, rezultd ca graful din figura 3.2.2.1 are opt
drumuri hamiltoniene date de secventele de varfuri din tabelul 3.2.2.5.

Observatii asupra algoritmului.

Observatia 3.2.2.1. Pentru o simplificare a scrierii, putem sa Tnlocuim secventele de
varfuri prin secventele corespunzatoare de indici. De exemplu, in loc de x1XoX3, putem scrie
pe scurt 123. In acelasi scop, varfurile se puteau nota initial prin litere, de exemplu, prin A,
B, C, D, ..., secventa amintita fiind notatd prin ABC. De altfel, de la astfel de notatii vine si
numele de ,,produs latin”.

Observatia 3.2.2.2. Algoritmul poate fi folosit si la determinarea circuitelor
hamiltoniene, continuand cu inca un pas al aplicarii lui si pastrand numai secventele care se
incheie cu acelasi varf cu care incep. Astfel, in exemplu de mai sus, efectuand produsul:
MO=M@L v @ dar pastrand secventele de tipul amintit, se obtine circuitul (X1, X2, X3, X4,
Xs, X1), sub cinci forme (incepand cu oricare dintre varfurile intermediare). Sa observam ca la
acest pas ne intereseaza numai secventele ce vor apare pe diagonal principala.
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Observatia 3.2.2.3. Daca nu ne intereseaza matricele intermediare M(k), ci numai M™
Y (n, numérul de varfuri ale grafului), se poate aplica si o prescurtare de calcul. Astfel,
definind pe M “ ca matricea obtinutd din M®, prin suprimarea primului varf de la fiecare
secventa a sa putem scrie si verifica usor pe exemple:

MO=M@Lm @ ; MO=MPLu @ etc.

Evident, vom face asemenea prescurtari evitand depasirea lui MO in caz contrar
obtinand o matrice nula. De exemplu, pentru un graf cu opt varfuri, vom efectua operatiile in
ordinea urmitoare: M@=MULn ©; MBD=MOLM ©; MO=MULM @ ; MO=MOLW ©,
Matricea M” va da toate drumurile hamiltoniene din varful cercetat.

Diam ca exemplu in tabelul 3.2.2.6, matricea M © , cu ajutorul cireia se regiseste,
direct M®. Produsul latin a doua secvente va fi facut, in acest. caz, prin alaturarea lor, {inind
seama de ordine, (prelungirea unei secvente, cu alta secventa, nu, cu un varf).

Tabelul 3.2.2.6.
X1 X2 X3 X4 X5
X1 %) o X2X3 @ @
X5X3
M @ X2 X3X1 % % X3X4 &
X3 & X1X2 % %) X1X5
X4X2 X4Xs
X4 X5X1 @ X2X3 %) %)
XsX>o
X5 XoX1 X1X2 & X3X4 %]

Observatia 3.2.2.4. Algoritmul produsului latin este foarte general, aplicabil
grafurilor cu sau fara circuite, dar este greu de aplicat pentru un graf cu un numar mare de
varfuri, datoritd scrierii unor secvente lungi si in numar mare, in casutele matricelor. De
aceea, propunem aplicarea prealabil si a algoritmului ce foloseste componentele tare conexe,
urmand ca In aceste componente sa se determine drumurile hamiltoniene cu ajutorul
produsului latin. De altfel, in exemplul luat mai sus, graful este tare conex si deci are o
singurd componenta tare conexa ceea ce impune determinarea drumurilor hamiltoniene
numai cu metoda produsului latin.

Continudm studiul drumurilor hamiltoniene in grafuri orientate, cu problema
determinarii unui ciclu hamiltonian de valoare minima (CHM) intr-un graf complet (care
contine toate arcele posibile, adicd intre oricare doua varfuri existd doud arce de sensuri
contrare). Fie G = (V, E, w) un graf orientat cu n varfuri, in care mulfimea E contine toate
arcele (Xi, Xj), CU Xi, XjeV. Graful este ponderat functia w : E — R" avand valori ce le vom
nota conventional, astfel:

W(Xi, Xj)=Cij, pentru (Xi, X;) €E.
Valorile ¢j; reprezinta costurile deplasarii pe arce intre varfurile corespunzatoare, X; $i Xj.

Se poate deduce cu usurintda ca numarul de drumuri, reprezentand circuite
hamiltoniene in graful G, este egal cu (n - 1)!. Dintre acestea, trebuie gasit cel care are
valoarea cea mai mica, respectiv cele (daca sunt mai multe) cu valori minime. Prezentam, in
cele de mai jos un algoritm pentru aceasta, in care se foloseste un procedeu de ramificare a
cazurilor ce apar pe parcurs. Figura obtinutd Tn urma acestor ramificari poartd numele de
arborescentd. O arborescentd are un varf de plecare, numit sursa (rddacind), de la care pleaca
arce spre anumite varfuri; de la fiecare dintre aceste varfuri pornesc, de asemenea, arce spre
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alte varfuri s.a.m.d., ultimele varfuri la care se ajunge fiind asa-numitele varfuri (noduri)
terminale ale arborescentei.

3.2.3. Algoritmul lui Little

Fie S(0) multimea tuturor itinerariilor posibile din G, deci avand (n-1)! drumuri,
reprezentand circuite hamiltoniene. Little si colaboratorii sai (Murty, Karel si Sweeney) au
pornit de la ideea folosirii unei matrici de ,,costuri transformate", matricea c;j ; i, j =1, 2, ...,
n cu proprietatea ca are cel putin un zero pe fiecare linie si pe fiecare coloana. Evident, daca
s-ar putea gasi un circuit hamiltonian avand numai costuri transformate nule, acesta ar fi un
circuit optim, al carui ,,cost", vy, ar fi suma totald a reducerilor facute (minoritatii pe linii, si
coloane), din matricea initiald, ca la metoda repartizarii de la problemele de alocari. Fiecare
circuit hamiltonialn din S(0) va costa, deci, cel putin y. Multimea S(0) se partitioneaza in
doua submultimi disjuncte si se calculeaza cate o margine inferioara pentru fiecare din ele.
Tntr-o etapa oarecare a algoritmului se alege submultimea cu marginea inferioara mai mica si
se Tmparte in doud submultimi disjuncte pana la obtinerea unei submulfimi care contine un
singur circuit hamiltonian (drum), al carui ,cost" este marginea sa inferioara si este deci
drumul optim (celelalte circuite hamiltoniene au margini inferioare mai mari). Este vorba,
deci, de un procedeu de separare si evaluare progresiva (P.S.E.P.) sau ,,branch and bound"
(ramificd §i margineste), constdnd din construirea unei arborescente, In care succesorii
fiecarui nod se stabilesc in functie de evaluarea unei margini inferioare a drumurilor
respective, adica in orice etapa se continuad constructia arborescentei alegand ca punct de
ramificatie al arborescentei varful cu cea mai micd margine inferioara a costurilor, pana la
obtinerea unui circuit hamiltonian optim.

Descrierea algoritmului lui Little

Fie C = || Cj ﬁ] i,j=1,2, .. n, matricea ,,costurilor". Conditia ca un varf atins intr-
un drum sa fie parasit, pentru ca drumul sa fie continuat spre alte varfuri, se va realiza prin
conditia matematica Cjj = o.

Pasul 1. Se deduce matricea ,,costurilor transformate”: || Cij* || ,1,j=1,2, ..., n, astfel:

- se aleg minorantii pe linii din matricea C : oy=min Cj; si se deduce matricea:

i<jsn
C=||Cii|l.ij = 1, 2, ..., n, cu elementele Cjj = Cjj - o, j=1, 2, ..., n, deci matricea in care
fiecare linie are cel putin un element nul;
- se aleg minorantii pe coloanele matricei C', adica Bj=mn (C’j) s1 se scad din

i<j<n
elementele fiecarei coloane, obtinand C*ij =C%-Bj 1=1, 2, ..., n, deci cel pufin un element
nul in fiecare coloana.
Matricea redusa este:
c=||c%il.ij=12,....n,

iar ,,reducere totala" este:
r:z o, + Z B
i-1 j=1

Pasul 2. Pentru fiecare element C'h=0 se inregistreaza penalitatea ppk, corespunzatoare
nefolosirii acestui element, pornind de la urmatorul rationament: daca nu folosim arcul (xp,
Xk), trebuie sa folosim un alt element din linia h si un anumit element din coloana k, asa
incét, costul nefolosirii arcului (Xn, Xk) sa fie cel putin egal cu suma celor mai mici ,,costuri
transformate" din linia h si coloana k, exceptand pe C . adica:

Prk= rr;ifk {Cc I+ rr:inh {C.,}
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Se inregistreazd penalitatea ppk 1n fiecare celula in care C*hk=0, ntr-un colt ca in
schema din figura 3.2.3.1.

Prk

C*hkzo
Fig. 3.2.3.1.
Pasul 3.Se alege celula cu penalitatea maxima;, fie aceasta (h, k), adica:

Prk=max {p,}

Daca exista mai multe celule cu penalitate maxima egala se alege una arbitrara dintre
ele.

Multimea S(0) se partitioneaza in doud submulfimi disjuncte: S(h,k), ce reprezinta
mulfimea circuitelor hamiltoniene care trec prin arcul(h, k), iar S(h,k) este multimea
complementara.

Pasul 4. Se calculeaza marginile inferioare ale costurilor tuturor circuitelor in fiecare
submultime:

(4 a) Pentru submultimea S(h,k), deoarece prin nefolosirea arcului (xp, Xk), pe langa
reducerea r va apare un cost dat de penalitatea Xnx, marginea inferioara va fi:

e(h, k):r+phk

(4 b) Pentru submultimea S(h, k), se observa ca, folosind arcul (xp, Xk) NU se poate
folosi arcul invers: (X, Xp), pentru ca drumul sa nu treaca de doua ori prin acelasi varf.
Pentru a evita utilizarea arcului (xi, Xn), Tnlocuim C’yn=00. De asemenea, trebuie sa se {ind
seama de faptul cd, alegand arcul (xp, Xk) nu se mai poate utiliza nici un alt arc din linia h si
din coloana k, deci se elimini linia h si coloana k din C*. In matricea rimasa se calculeaza,
reducerea referitoare la celula (h, k)", notata rnk, reprezentand cantitatea cu care matricea
ramasa poate fi redusa. Rezulta ca marginea inferioara in submulfimea S(h, k) va fi:

e(h, k):r+rhk

Cu aceasta, se, Incepe constructia arborescentei utilizate, de metoda, ca, in figura

3.2.3.2.

Fig.3.2.3.2.

Pasul 5. Se alege 6*=min{0 (h,k),0(h,k) }.
Daca 6* = 0(h, k), se trece la pasul 2, folosind matricea redusa obtinuta in pasul (4 b).

Daca 6*=6(h, k), In matricea || c*ij || se pune c*hk:oo si se reduce matricea rezultata,
trecand cu ea la pasul 2.
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Pasul 6. (urmeaza dupa pasul 2 in toate iteratiile, exceptand prima iteratie, cand dupa
pasul 2 se executd pasii 3 si 4). Trebuie partitionatd o multime S(s, q) de margine inferioara
0'. Fie (u, v) celula in care p,,=max pj; din matricea redusa a etapei respective, in care liniile
si coloanele corespunzand arcelor (m, n), apartinand predecesorilor varfului care trebuie
ramificat, au fost eliminate.

Se face partitionarea in S(u, v) si s (u,v) si se trece la pasul 7, ca in figura 3.2.3.3.

Pasul 7. Se calculeazda marginile, inferioare pentru submultimile S(u,v) si s (u,v)
formate astfel:

(7 a) Pentru submultimea s (u,v) marginea inferioara este:

0 (u,v) =0’+py, unde 0' era marginea inferioara a multimii S(s, q), pe care am

partitionat-O.
[ (5 ]

e+ruv 6‘+(puv

Fig. 3.2.3.3.

(7 b) Pentru S(u,v) se elimind din matricea ,,costurilor transformate" a etapei
respective linia u §i coloana v, apoi se determind arcul (o, ), care, impreund cu arcele
incluse anterior in drumul de pana aici ar forma un subciclu. Se alege deci costul C*=oo si se
reduce, iar matricea e astfel obtinuta, fie se face reducerea corespunzatoare ryy,. Se determina
marginea inferioara a submultimii S(u, v) prin formula:

O(u,v)=0’+ry,

Se continua repetarea pasilor 5, 2, 6, 7 pana la obtinerea circuitului hamiltonian dorit,
1ar marginea inferioard a ultimei submulfimi (care nu mai poate fi ramificata sau partifionata
) reprezinta ,,costul™ minim al acestui circuit hamiltonian.

Observatia 3.2.3.1. Problema poate avea mai multe solutii optime, continuand
ramificdrile in varfuri abandonate in etape anterioare, care corespund la un moment dat unor
margini inferioare minime.

Observatia 3.2.3.2. Metoda este foarte generald, fiind aplicabila la grafuri orientate
complete, in care matricea initiala a costurilor C este nesimetrica.

In finalul paragrafului de fati, vom prezenta metode de rezolvare a unor probleme de
transport, cu ajutorul drumurilor hamiltoniene din grafuri neorientate. Una dintre notiunile
ajutatoare importante, in determinarea unor astfel de drumuri, este aceea de arbore acoperire
al unui graf dat.

Definitia 3.2.3.1. Fiind dat un graf G, conex §i neorientat, cu n varfuri, se numeste
arbore acoperire al lui un graf partial al lui G, ce este un arbore.

Observatia 3.2.3.3. Vom nota, pentru usurarea scrierii, muchiile grafului G prin ey,
€2, ..., em, insiruirea lor fiind facutd fard a avea in vedere un criteriu anumit, ci printr-o
conventie de numerotare. Dupa cum se vede, s-a notat cu m numarul muchiilor, conventia ca
G sa fie conex impunand m > n-1. Este evident ca aflarea unui arbore acoperire al grafului G
se poate face considerand succesiv cate o muchie a grafului, care sa nu formeze nici un ciclu,
cu cele considerate pana la momentul respectiv; dupa ce alegem in acest fel (n-1) muchii, pe
celelalte le suprimam, fiind astfel condusi la un arbore acoperire al lui G.
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Daca graful G este ponderat, fiecarei muchii [x;, Xj] corespunzandu-i o valoare wij, se
poate pune problema determinarii - dintre toti arborii acoperire posibili - a unuia (a unora) cu
valoarea totald cea mai mica. In astfel de probleme, considerim drept valoare a unui arbore
acoperire T, suma valorilor de pe muchiile lui o notam cu w(T). Deoarece aceasta problema
este importanta pentru practica, ea ajutand si la cautarea drumurilor hamiltoniene in grafuri
neorientate, vom insista asupra rezolvarii ei, prezentand o metoda in acest sens.

Fie un graf conex ponderat G = (V,E,w) si fie wj; ponderea muchiei [X;, Xj]. Se pune
problema gasirii arborelui minimal (economic), adica arborele acoperire 1 pentru care
avem.

Minw(T)= » w,
(X‘,XJ)ET

Lema Berge. Fie G un graf conex, finit, complet si cu valori distincte wij. Atunci se
poate extrage din G un singur arbore economic.

Demonstratie. Aratam existenta arborelui minimal construindu-l efectiv in modul
urmator:

Se alege 0 muchie e| = [X;, Xj], cu wjj=w(e;) cea mai mica dintre valorile functiei w si
obtinem arborele, T, , format dintr-o singurd muchie. Se alege apoi muchia e, CU €,# € si
w(ez) cea mai mica dintre valorile muchiilor ramase dupa alegerea lui e; si se formeaza
arborele : T, = {e1, e,}. Se alege apoi e3, cu proprietatile: es#€1, e3#€;, cu valoarea w(ez) cea
mai mica din cele ramase, astfel ca sa nu se formeze un ciclu si avem T3 = {ej, €, €3}

s.a.m.d., pand se obtine T . Presupunem, prin absurd, cd T nu este minim si deci ca

cu W(T L) <W(Tha)sioT, ;é': . Rezulta ca arborii difera printr-o muchie; fie

1

exista T

n-1"!

ex muchia de cea mai micd valoare w(ex), in T, , si astfel se formeaza un graf, G , care

contine un singur ciclu. in graful 6 eliminim o altd muchie, diferita de e, fie aceasta ep. Se
obtine un arbore cu valoarea:

(T_ J=w(T ) +w(ew) - wiep).
Cum am presupune ca T are cea mai mica valoare, deci V(T )< V(T ), trebuie ca:
w(ek) - w(ep) > 0, de unde w(ex) > w(ep) si care contrazice faptul cé s-a ales muchia ey din

7., de cea mai micd valoare.

3.2.4. Algoritm euristic bazat pe arborele economic

Porneste de la arborele economic, care, in cazul existentei unor noduri de grad mai
mare decat doi va micsora gradele acestor noduri, cu o crestere cat mai mica a lungimii totale
a arborelui.

Fie G= (V, E, w) un graf neorientat, complet cu n varfuri si matricea valorilor W (de
ordin n x n).

Pasul 1. Se determina un arbore economic (arbore-acoperire de valoare minima)

Daca acest arbore economic are numai varfuri de gradul 1 si 2, atunci el este un lant
hamiltonian, chiar un LHM.

Daca arborele economic nu este lant hamiltonian, se trece la pasul urmator.

Pasul 2. Se micsoreaza treptat gradele varfurilor care sunt cel putin egale cu 3, astfel
incat, cresterea valorii totale sa fie minimalizata la fiecare iteratie. Acest lucru se face prin
operatiile A, B, C, de mai jos:
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Observatia 3.2.4.1. Scaderea treptata a gradelor varfurilor x; care au g(x;)=>3, duce in
final la un lant hamiltonian (adica un arbore cu gradele nodurilor numai 1 si 2), dar acesta nu
este totdeauna un LHM al grafului G, dar este o valoare aproximativa apropiatd de cea a unui
LHM.

Operatia A: Fie un nod z cu g(z)>3 si fie x, y doua noduri terminale. Se introduce o
muchie [X y] si se suprimd o muchie [z, t] din ciclul format, cea care are cea mai mare
valoare dintre muchiile adiacente lui z si aflate in acest ciclu.

Operatia B: Fie un nod u cu g(u)>3, adiacent cu un nod terminal y. Se aleg doua
noduri oarecare: u si v, ambele de grad cel mult 2 si se intercaleaza y intre u si v, adica se
introduc muchiile [y, u] si [X, v], suprimand muchiile [z, y] si [u, v].

Operatia C: Fie un nod z cu g(z)>3, adiacent cu un nod v neterminal. Daca v nu se
afla pe lantul unic care uneste z cu un nod terminal y in arborele-acoperire, atunci se
introduce muchia [y, v] si se suprima muschia [z, v].

Cresterile de cost ale arborelui sunt:

Operatia A:  a=wWI[X, y]-w[z,t]

Operatia B: B = w[y, u]+w[y, v]-w[y, z]-w[u, V]

Operatia C: ~ w = W[y, v]-w][z, v].

Observatia 3.2.4.2. Aplicarea repetatd a acestor operatii va duce la obtinerea unui lang
hamiltonian. Pentru ca lantul hamiltonian obtinut sa fie cdt mai mic, se aleg transformarile
care sd minimizeze cresterea valorii arborelui 1n fiecare etapa.

Deci pasul 2 se aplica efectiv astfel:

(2 a) Se listeaza varfurile terminale (de grad 1) din arborele economic obtinut in pasul
1. y1, Y, ..., Yk. Alegem toate perechile (y;, V;), j# i si se adauga muchia [y;, Y;], suprimand o
alta muchie adiacenta cu un nod z de grad g(z)>3, cea mai lunga din ciclul format (operatia
A -figura3.2.4.1.).

Fig. 3.2.4.1.

Se calculeaza cresterea minima a lungimilor: ap=min{a}, cu = w(y;, y;) - w(z, t).

(2 b) Se aplicd operatia B (figura 3.2.4.2.), pentru toate varfurile terminale y
adiacente cu un nod z cu g(z)>3 si se determina cresterea minima a valorii lantului pentru
operatiile B: B=min{}

(2 ¢) Se aplica operatia C (figura 3.2.4.3.), pentru toate varfurile v neterminale si
adiacente unui nod z de grad g(z)>3, apoi se calculeaza cresterea minima a valorii lantului
prin efectuarea operatiilor C: Y, =min{Y}.
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Fig. 3.2.4.2.

(2 d) Se alege min(aw, Po, Vo) si se efectuecaza asupra arborelui operatia
corespunzatoare acestei valori. Cand existd mai multe operatii care realizeaza aceasta
crestere minima a valorii lanfului, se va alege acea transformare care produce scaderea
gradului a doud noduri de grad cel putin trei (daca exista).

Fig. 3.2.4.3.

Daca dupa transformarea efectuata, toate nodurile vor avea grad 1 si 2, algoritmul ia
sfarsit (s-a obtinut un lant hamiltonian de valoare apropiatd de cea minima), in caz. contrar,
se reia pasul 2, prin subpasii (2 a), (2 b), (2 ¢), (2 d).

Numarul maxim de iteratii, pana la obtinerea unui lant hamiltonian, este majorat de:

S [9(z2) - 2]
g(z)=3

Exemplul 3.2.4.1. Tntr-o problemd de colectare a corespondentei de la mai multe
puncte, magina pleacd de la centrul x; si trebuie sa depund toate scrisorile colectate din
punctele Xp, X4, Xs, Xg, X7, Xg la posta centrala x3. Trebuie determinat drumul optim care sa
inceapa de la unitatea x; si sa se incheie la x3, trecand prin toate celelalte puncte de colectare
a corespondentei. Datele sunt in tabelul 3.2.4.1 si reprezinta distantele intre puncte (in sute
de metri).
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Tabelul 3.2.4.1.

La X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg
De

la

X1 0 2 7 15 10 8 9 21
X2 2 0 23 45 35 14 7 2
X3 7 23 0 8 11 17 13 22
X4 15 45 0 8 12 32 21 15
X5 10 35 11 12 0 42 38 19
X6 8 14 17 32 42 0 31 36
X7 9 7 13 21 38 31 0 18
Xg 21 5 22 15 19 36 18 0

Rezolvare. Trebuie determinat un LHM;3, deci este o problema de tipul P2.
Pentru a aplica algoritmul prezentat trebuie transformata intai problema intr-o problema Py,
addugind o constanta suficient de mare (de exemplu, k=300) la liniile 1 si 3, precum si la
coloanele 1 si 3, exceptand elementele diagonale (penalizarea extremitatilor pentru lanful
hamiltonian dorit).

Datele transformate sunt redate in tabelul 3.2.4.2

Se determind arborele-economic reprezentat in figura 3.2.4.4. el avand o valoare
egald cu 660. Notam: L = 660. Gradele varfurilor sunt:

g(x1)=1, 9(X4)=3, 9(x7)=1, g(x2)=4, g(x3)=1, g(Xs)=2,9(X3)=1, g(Xs)=1,

Tabelul 3.2.4.2.
La X1 X X3 X4 X5 X X7 Xg
De
la

X1 0 302 | 607 | 315 | 310 | 308 | 309 | 321
X2 | 302 0 323 | 45 35 14 l 2
X3 | 607 | 323 0 308 | 311 | 317 | 313 | 322
X4 35 45 | 308 0 12 32 21 15
Xs | 310 | 35 | 311 | 12 0 42 38 19
Xe | 308 | 14 | 317 | 32 42 0 31 36
X7 | 309 7 313 | 21 38 31 0 18
Xg | 321 5 322 | 15 19 36 18 0

X1 X3
302 308

14 2 Xg 15 X4 12

Fig. 3.2.4.4.

Nodurile X, si x4 au gradele 4 si respectiv 3 trebuie sa micsoram aceste grade in pasul 2.

In cadrul primei iteratii s-au efectuat calculele din tabelul 3.2.4.3, din care rezulti ci
avem.

min(owo, yo) = ap=3. Se face operatia A, de introducere a muchiei [x3, X4] si de
suprimare a muchiei [Xs, X4]. Rezulta. arborele din figura 3.2.4.5. de valoare Li=L + 3 = 663.
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Tabelul 3.2.4.3.

Operatia | Muchii introduse | Muchii suprimate | Cresterea lungimii | Cresterea
arborelui minima la
fiecare operatie
A [Xl, X3] [X3, X4] 607-408=299
[X1, X3] [X1, X2] 607-302=305
[X]_, X5] [Xl, X2] 310-302=8
[Xl, X5] [Xl, X2] 308-302=6
[X]_, X7] [Xl, X2] 309-302=7
[Xs, Xs] [Xs, Xa] 311-308=3 *
[Xs, Xe] [X3, X4] 317-308=9 00=3
[X3, X7] [X3, X4] 313-308=5
[X5, X5] [Xz, Xe] 42-14=28
[X5, X6] [X4, X3] 42-15=27
[X5, X7] [X4, Xg] 38-15=223
[X5, X7] [Xz, X7] 38-7=31
[Xs, X7] [X2, Xe] 31-14=17
B Nu este aplicabila la acest arbore.
C [X1, Xg] [X2, Xg] 321-2=319
[X7, Xg] [X2, Xg] 18-2=16
[X3, Xg] [Xz, Xg] 36-2=34 Yo=4
[X3, Xg] [X4, Xg] 322-15=307 *
[X5, Xg] [X4, Xg] 19-15=4
X1
302
X @ ® . o Xs %
14 Xg 15 Xs 12 311
7
X7
Fig. 3.2.4.5

Singurul nod de grad mai mare decat 2 este X, : g(X2)=4. Calculele iteratiei a doua
sunt redate in tabelul 3.2.4.4, tabel din care rezulta ci avem:

min (Oco, Bo, YO):6-

Tabelul 3.2.4.4.
Operatia | Muchii introduse | Muchii suprimate | Cresterea lungimii | Cresterea
arborelui minima la
fiecare operatie

A [X1, X3] [X1, X2] 607-302=305

[Xl, X6] [Xl, X2] 308-302=6

[X2, X7] [Xl, X2] 309-302=7 *

[X3, Xs] [X2, Xs] 317-14=303 =6

[Xs, X7] [X2, X7] 313-7=306

[Xs, X7] [X2, Xe] 31-14=17
B [X1, Xs], [X1, X4] [X1, X2], [Xa, Xs] (321+315)-

(302+15)=319
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[X1, Xa], [X1, Xs] [X1, X2], [Xa, Xs] (315+310)-
(302+12)=311
[X1, Xs], [X1, X3] [X1, X2], [X3, Xs] (310+607)-
(302+311)=304
[XG, Xg], [X4, X5] [Xz, Xe], [X4, Xg] (36+32)- B0:7
(14+15)=39 *
[Xa, Xe], [X5, Xe] [X3, Xe], [X4, Xs] (32+42)-
(14+12)=48
[Xs, Xe], [X3, Xs] [X2, Xe], [X3, Xs] (32+317)-
(14+311)=34
[X7, Xg], [Xa,%7] [X2, X7], [Xa, Xs] (18+21)-(7+15)=17
[X4, X7], [Xs,X%7] [X2, X7], [Xa, Xs] (21+38)-(7+12)=40
[Xs, X7, [Xs,X7] [X2, X7], [X3, Xs] (38+313)-
(7+311)=33
[X]_, Xg] [X2, Xg] 321-2=319
[Xe, Xg] [Xz, Xg] 36-2=34 Y0=16
[X7, Xs] [X2, Xs] 18-2=16 *
Se executa operatia A corespunzitoare, adicda muchia [x3, Xp] este suprimata

si se introduce in arbore muchia [x1, Xg], obtinand arborele din figura 3.2.4.6, de valoare
L2=L, + 6=669, in care nodul x, are gradul mai mic, anume g(x,)=3.

XJ' 308 ok

X5

X3

14 X
7

Fig. 3.2.4.6.

311

Trebuie micsorat gradul lui x», singurul nod de grad mai mare decat 2, in urmatoarea
iteratie. Calculele corespunzatoare sunt redate in tabelul 3.2.4.5.. Avem:

min (Oco’ Bo, Yo) =Yoo= 16

Tabelul 3.2.4.5
Operatia | Muchii introduse | Muchii suprimate | Cresterea lungimii | Cresterea
arborelui minima la
fiecare operatie
A [X1, X3] [X2, X7] 607-14=593
[X1, X7] [X2, Xe] 309-14=295 00=295
[X3, X7] [X2, Xs] 313-7=306
B [x1, X7], [Xs,X7] [X2, X7], [X1, Xs] (309+21)-
(7+308)=25
[X7, Xs], [Xa,X7] [X2, X7], [Xa, Xs] (18+21)-(7+15)=17 | Bo=17
[X4, X7], [Xs,X%7] [X2, X7], [Xa, Xs] (21+38)-(7+12)=40
[Xs5, X7, [X3,%7] [X2, X7], [X3, Xs] (38+313)-
(7+311)=33
C [Xs, X7] [X2, Xe] 31-14=17
[X3, Xe] [X2, X] 317-14=303 0=16
[X7, Xe] [X2, Xe] 18-2=16
[X1, Xe] [X3, X¢] 321-2=319
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Se executa operatia C de suprimare a muchiei [Xx2, Xg] si introducerea muchiei [x7, Xg],
obtinand arborele din figura 3.2.4.7, in care toate nodurile au gradele 1 sau 2, deci este lanful
hamiltonian cautat, de valoare L = L2 + 16 = 635. Se scad valorile k = 300, de pe muchiile
[X1, Xe] si [x3, X5], obtindind LHM;3 de valoare=85, in probleme de colectare initiala (vezi
figura 3.2.4.8).

X1 308 14 7 18 15 12 311 X3
@ L L L L L L o
Xs Xo X7 Xg Xa X5

Fig. 3.2.4.7.
X1 8 14 7 18 15 12 X3
@ L L L L L L o
Xe X2 X7 Xg X4 X5
Fig. 3.2.4.8.

Direct, calculand toate valorile lanturilor hamiltoniene de extremitati fixate, x; $i X3,
problema ar avea mari dificultati de calcul, existand 6! = 720 lanturi hamiltoniene cu aceste
extremitati.

3.3. Aplicatii

Aplicatia 3.3.1. Un produs finit poate fi verificat Tn privinta respectarii indicilor de
calitate pe la sapte puncte de control. Procesul de productie este automatizat si trecerea se
face pe banda rulantd. Cum fiecare punct de control verifica o anumita calitate a produsului,
bine determinata, gasiti posibilitatea de a folosi intr-o anumita ordine aceste puncte de
control, astfel incat verificarea sa fie completd. Graful corespunzitor se gaseste In
figura3.3.1.

X1 X3

X2
X7 Xy

Xs

Xs
Fig. 3.3.1.

Rezolvare. Graful nu are circuite. Intr-adevar, folosind matricea arcelor din tabelul
3.3.1, se obtine matricea drumurilor din tabelul 3.3.2, aceasta neavand nici un element egal
cu unu pe diagonala principald. In tabelul 3.3.2. sunt calculate si puterile de atingere ale
varfurilor grafului.
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Tabelul 3.3.1

la X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
De la
X1 0 0 1 0 1 1 0
X2 0 0 0 1 1 1 0
X3 0 1 0 1 1 0 0
(A): X4 0 0 0 0 1 1 0
X5 0 0 0 0 0 1 0
X6 0 0 0 0 0 0 0
X7 1 1 1 0 0 1 0
Tabelul 3.3.2.
la | X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 P(xi)
De la
X1 0 1 1 1 1 1 0 5
X2 0 0 0 1 1 1 0 3
X3 0 1 0 1 1 1 0 4
(D): X4 0 0 0 0 1 1 0 2
X5 0 0 0 0 0 1 0 1
Xg 0 0 0 0 0 0 0 0
X7 1 1 1 1 1 1 0 6
Dupa cum se vede, avem:
! 76
> op(x) =21 =

i=1
Ca urmare, graful dat are un drum hamiltonian, acesta avand forma urmatoare:
DH=(X7, X1, X3, X2, X4, X5, Xg)-

Aplicatia 3.3.2. Intr-o hala industriald procesul de productie se desfisoard pe un
sistem de benzi rulante, care, leagd sase puncte de lucru, ca in figura 3.3.2. In fiecare din
aceste puncte de lucru se executi cite o anumiti operatie. Intreprinderea, asimileazi un
produs nou, care trebuie sd treaca prin toate cele sase operatii, deci pe la toate punctele de
lucru. Aratati daca sistemul de benzi rulante existent in hala permite acest lucru, iar daca nu,
indicati o modificare tehnica cat mai simpla care sd duca la solutionarea problemei.

X2
X3
X1
Xo X4

X5
Fig. 3.3.2.

Rezolvare. Matricea arcelor grafului, din tabelul 3.3.3, conduce la matricea
drumurilor, din, tabelul 3.3.4. Cercetand acest din urma tabel, observam ca graful este fara
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6
circuite §i Y p(x,) =12 = °

i=1
produsul sd poata trece pe la toate punctele de lucru, cdutdm sa scriem forma triangularizata,
ordonand varfurile care au aceeasi putere de atingere dupa criteriul unui numar mai mic de
zerouri in coloana corespunzatoare din D, deoarece astfel numarul elementelor egle cu zero
situate imediat deasupra. diagonalei principale va fi mai mic.

Tabelul 3.3.3.

5 . . o
. In consecintd nu existd drum hamiltonian. Pentru ca

5

X1
X2
X3
(A): X4
Xs
X

O o oOoRrr o|x
O o0 oooo|x
O o0 oor ox
P OORrOOoxX
COPFr B O O|X
CoOoRrr o|x

Tabelul 3.3.4.
X3

X
iy

X
€)

x
&

(xi)

X1
X2
X3
(D): X4
Xs

P
0
5
4
1
0
Xs 2

OO RRkRO
lecNeoNoNoNeNe)
oNeoNoRoNSNeo)
PO OR R Oo|x
P OR PP OX
OO RRkRO

> p(x) 12
Alegem ordinea (X2, X3, Xg, X4, X5, X1) care va da un drum hamiltonian daca se
construieste o bandd rulantd intre punctele xs §i X, dupd cum rezultd din forma
triangularizata ce se gaseste in tabelul 3.3.5
Cu constructia benzii de la xs la X3 produsul trece prin toate cele 6 operatii, in
ordinea: X, X3, Xs, X4, X5, X1.

Tabelul 3.3.5.
X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 0 1 1 1 1 1
X2 0 0 1 1 1 1
X3 0 0 0 1 1 0
D) |x o 0o o0 o0 1 0
X5 0 0 0 0 0 0
Xg 0 0 0 0 0 0

Dacd nu am fi respectat regula de a ordona varfurile cu aceeasi putere de atingere
dupa numarul mai mic de zerouri din coloana corespunzatoare din D, atunci ordinea era: x,
X3, X4, X1, X5, dar se construiau doua benzi rulante, intre x4 $i X1, ca si intre x; si Xs, deci nu
constitute cea mai simpla solutie tehnica.

Aplicatia 3.3.3. Un inspector trebuie sa faca un control asupra celor cinci unitdfi de
unitati sunt reprezentate in tabelul-graf din figura 3.3.3. , prin arce. Se pune problema, cum
trebuie sd procedeze inspectorul pentru a controla toate unitatile, deci care este unitatea cu
care trebuie sa inceapa controlul si ordinea in care va controla celelalte unitati.
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X2
X1

X3

Xsg Xq
Fig. 3.3.3.

Rezolvare. Graful are, evident, circuite. Sa aplicam algoritmul Kaufmann. Pentru
aceasta se folosesc matricile MY si m @ din tabelele 3.3.6 si 3.3.7.

Tabelul 3.3.6.
%) X1X2 X1X3 %) X1X5
% %) % %) XoXs
M®: %, %) %, X3X4 %)
%) XaXo %) %) (%)
XsX1 %) XsX3 X5X4 %)
Tabelul 3.3.6°.
%) X2 X3 %) X5
- %) %) %) %] Xs
M %) %) %) X4 %)
%) X2 %) %) %)
X1 %) X3 Xy %)

Cu rezultatele intermediare din tabelele 3.3.7 si 3.3.8 se obtine rezultatul final din tabelul
3.3.9

Tabelul 3.3.7.
< < X1X2X3 X1X3X4 X1X2Xs5
X1X5X4
X2X5X1 %) XoX5X3 X2X3Xs5 %
M@ % X3XaX2 % % %
%) %) %) %) X4X2Xs5
< X5X1X2 X5X1X3 X5X3X4 %
X5XyXo
Tabelul 3.3.8.
%) X1X3XaXo | X1X2X5X3 | X1X5X3X4 o
X1X5X4X2 X1X2X5X4
XoX5X1 %) XoX5X1X3 | XoX5X3X4 %)
M® % % % % XaXaXoXs
(%) % X4X2X5X2 %) &
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| %) | X5X3X4X2 | % | X5X1X3X4 | %) |
Tabelul 3.3.9.
%) X1X5X3X4X7 ) X1X2XsX3X4 | X1X3X4X2X5
%) (%) %) XoX5X1X3X4 (%)
M X3X4X2Xs & & %) @
%) %) X4XoX5X1X3 %) @
%] X5X1X3X4X2 % @ %)

Matrice M® da toate drumurile hamiltoniene, in numar de sapte. Se vede ca se poate incepe
controlul cu oricare unitate. Intre aceste variante se alege una dupa un anumit criteriu de
optim. Cele sapte drumuri hamiltoniene sunt urmatoarele:

DHi1=(X1, X5, X3, Xa, X2),

DH,=(X1, X2, X5, X3, Xa4),

DH3:(X1, X3, X4, X2, X5),

DH=(X2, X5, X1, X3, Xa),

DHs=(X3, X4, X2, X3, X1),

DHGZ(X4, X2, X5, X1, X3),

DH7=(Xs, X1, X3, X4, X2),

Aplicatia 3.3.4. Trebuie stabilit drumul unui raliu care sa treaca prin zece localitati.
Soselele existente intre localitatile respective au fie sens unic, fie ambele sensuri de circulatie
si au ca model un graf cu imaginea din figura 3.3.4. Trebuie stabilit din ce localitate trebuie
sa porneasca raliul si care este drumul prin celelalte localitati. Daca s-a cronometrat si timpul
mediu de parcurgere a fiecarei portiuni de sosea cu automobilul (in ore), care este decizia cea
mai buna de stabilire a drumului?

Fig.3.3.4.

Rezolvare. Trebuie cercetat daca acest graf cu circuite admite existenta unui drum
hamiltonian, iar in cazul existentei a mai multor drumuri hamiltoniene trebuie determinat cel
minim (DHM).

Algoritmul Kaufmann este mai greu de aplicat pentru intregul graf, deoarece matricea
M® va avea ordinul 10 x 10 si in fiecare casuta se poate trece & sau 0 succesiune de 10
litere. De aceea, construim intdi graful condensat si stabilim drumurile hamiltoniene in
fiecare componenta tare conexa cu algoritmul lui Kaufmann.

Tabelul 3.3.8. contine calculele pentru determinarea componentelor tare conexe.

Tabelul 3.3.8.

[Xe [Xo [Xwo |[W1 W5 [W4|
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X1

X2

X3

Xq

Xg

X7

Xs

Xg

PR IRPOOC|IO|0|O|R|F

X|IX|X|[Rr|[O|lOo|k|k|X | X

XXX |IX[FP|P|X[X]|X]|X

X10

X |%|—|olo|r|lo|lolo|lolo|—|o
X |%|—|lo|lr|lo|lo|lo|lo|lo|lolo|o
X ||k |k|k|lo|lo|lo|lo||olr|o
X |||k |lolo|lo|lo|lo|lo|r|o|o
Rk |lo|lolo|lo|r|o|l|lolo|lo
Rl |lo|lolo|lo|r|o|l—|olo|lo
X |||~ |lolr|lolo|lo|lo|lolo|o
X |xX|—|lolr|lo|lo|lo|lo|lo|lolo|o
X |X ||~ |lolo|r|lo|lo|lo|lolo|+
X |X%|—|olr|olr|lo|lo|lolo|lo|lo

Avem:

01:C(X1): (Wlﬁ W’l)U{Xl}:{Xl, X2, X7, Xg, Xo, XlO}

CZZC(X3): (Wzﬁ W’Z)U{X3}:{X3, X4}

C3=C(X3)= (W3 W’3) {Xs}={Xs, Xs}

Cu ajutorul tabelelor 3.3.9 si 3.3.10, s-a calculat matricea arcelor grafului condensat,
din tabelul 3.3.11.

Tabelul 3.3.9.
Cy C, Cs
X1 1 0 0
X2 1 1 0
X3 0 1 0
X4 0 1 1
(A): Xs 0 0 1
X6 0 0 1
X7 1 1 0
Xg 1 0 0
X9 1 1 0
X10 1 1 0
Tabelul 3.3.10.
C, C, Cs
C, 1 1 0
(A) C, 0 1
Cs 0 0 1
Tabelul 3.3.11.
C, C, C,
C, 0 1 0
(A"): C, 0 1 1
Cs 0 0 0
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Graful condensat are, deci, imaginea din figura 3.3.5.
Deoarece G* nu are circuite, determinam matricea D* si puterile de atingere ale celor
trei ,,varfuri”, Cy, C,, C3. Aceastd matrice se gaseste in tabelul 3.3.12.

(=)
N
D,

Fig. 3.3.5
Tabelul 3.3.12
Cl C2 C3 I:)(CI)

C, 0 1 1 2
(DY): C, 0 0 0 1

Cs 0 0 0 0

Avem:

8 3e2

S P(C,)=2+1+0=3= ,
2

deci, exista DH* = (Cy, Cy, C3).
Tn C; aplicam algoritmul Kaufmann pentru determinarea drumurilor hamiltoniene in
acest subgraf, cu sase varfuri. Pentru simplitatea scrierii, convenim sa trecem secventele
numai prin intermediul indicilor, adica ij in loc de X;X;.
Tn tabelele 3.3.13-3.3.18. sunt efectuate calculele, ultima matrice furnizand rezultatul.
Astfel:
din matricea -M® citim cele doud drumuri hamiltoniene din componenta C; anume:
DHy = {X2, X1, X9, X10, X7, Xa}
DH; ={X10, X7, X8, X1, X9, X2}

Tabelul 3.3.13.
X1 X2 X7 Xs X X10
X1 %) (%) (%) (%) 19 %)
X2 2,1 (%) (%) (%) %) %)
M X7 %) %) %) %) 7.8 7.9
Xs 8,1 %) 8,7 %) %) %)
Xo %] 9,2 %) 9,8 %) 9,10
X10 %] %] 10,7 %] 10,9 %)
Tabelul 3.3.14.
X1 X2 X7 Xs X9 X10
X1 %) %) %) %) 9 %)
X2 1 %) %) %) %) %,
M X7 % % % 8 9 %
Xg 1 %) 7 & %) &
Xo %) 2 %] 8 %) 10
X10 %) %) 7 %) 9 %)
Tabelul 3.3.15.
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X1 X2 X7 X8 Xo X10
X1 & 1,9,2 % 1,9,8 %) 1,9,10
X2 1 %) % %) 2,1,9 %
M®@: X7 78,1 7,9,2 % 7,98 % 7,9,10
Xg %) %) % %) 8,1,19 %
8,7,9 %)
9,2,1 9,8,7
Xo 9,8,1 %) 9,10,7 %) %) %
X10 (%] 10,9,2 %) 10,7,8
10,9,8 10,79 %
Tabelul 3.3.16.
X1 X2 X7 Xg Xg X10
X1 (%) %) 1,9,8 %) %) %
1,9,10,7
X2 %) % % 2,1,9,8 % 2,1,9,10
79.2,1 % % & 7,8,1,9 %
M@ X7 7,9,8,1
Xg %) 8,1,9,1 8,1,9,10
8,7,9,2 8,7,9,10
X9 %) %) 0] 9,10,9,8 %) %)
10,9,2,1
X10 10,8,7,1 10,7,9,2 10,7,9,8 % %
10,9,8,1 10,9,8,7
Tabelul 3.3.17
X1 X2 X7 Xs Xg X10
X1 (%] (%] (%] 1,9,10,7,8 %) %)
X, %) %) 2,1,9,8,7 % % %
2,1,9,10,7
M@ X7 %) 7,8,1,9,2 %) % % 7,8,1,9,10
xg | 8,7,92,1 % % % % %
Xe | 9,10,7,8,1 % 0 % % %
10,7,9,2,1
X0 | 10,7,9,8,1 %) %) % 10,7,8,1,9 %
Tabelul 3.3.18.
X1 X2 X7 Xg Xg X10
X1 %) % %) % %) %
X2 % % %) 2,1,9,10,7,8 %) %
M®: | % %) %] %] %] % %]
Xg %) % %) % %) %
X9 %) % %) % %) %
X10 % 10,7,8,1,9,2 %) % % %




Componentele C; si C3 au numai céate doud varfuri, deci drumurile lor hamiltoniene
vor fi:
(X3, X4) $i (X4, X3) n C,
(Xs, Xe) $i (Xs, Xs5) Tn C3
Cercetam legaturile intre ultimul varf din DH; si DH; din Cq, si primul varf din
componentele ce urmeaza in DH’, anume C,, apoi intre ultimul varf din C, si primul din
componenta ce sfarseste DH* in G*, adica, C3. Avem schema din tabelul 3.3.19.

Tabelul 3.3.19.
C: C, Cs
X2, X1, Xo, X10, X7, X8 //V X3, Xa < X5 Xs
X10, X7, Xg, X1, Xg, X2 Xa, X3 e X6, X5

Rezulta doud drumuri hamiltoniene pentru graful initial:
DH:1=(X10, X7, X, X1, X9, X2, X3, X4, X5, Xe),
de valoare egala cu 40 ore,
DH2=(X10, X7, Xa, X1, X9, X2, X3, X4, X5, Xé)
de valoare egala cu 41 ore, deci trebuie ales raliul pe drumul dat de DH;.
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